Verfeinerung in der
Objektorientierten
Programmkonstruktion

Emil Sekerinski

=






Verfeinerung in der objektorientierten
Programmkonstruktion

Zur Erlangung des akademischen Grades eines
Doktors der Naturwissenschaften
von der Fakultéat fiir Informatik
an der Universitdt Karlsruhe (Technische Hochschule)

genehmigte
Dissertation
von

Emil Sekerinski

aus Belgrad

Tag der miindlichen Priifung: 19. Dezember 1994
Erster Gutachter: Prof. Dr. G. Goos

Zweiter Gutachter: Prof. Dr. P. Deussen






Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit gibt eine formale Fundierung objektorientierter Entwurfs-
prinzipien. Hierzu wird eine Notation definiert, die zum einen alle wesentlichen
Elemente objektorientierter Programmiersprachen enthélt, und zum anderen
Spezifikationskonstrukte bietet. In dieser Notation werden folgende typische

objektorientierte Entwurfsprinzipien betrachtet:

¢ Implementieren von Klassen
¢ Inkrementelles Modifizieren von Klassen durch Vererbung

e Herausfaktorisieren von Gemeinsamkeiten von Klassen

Es werden Beweis- und Konstruktionsregeln fiir die korrekte Anwendung dieser
Entwurfsprinzipien aufgestellt. Die Regeln tragen auch zu einem tieferen Ver-
stdndnis der Entwurfsprinzipien bei.

Spezifikationen haben die Form von indeterministischen Anweisungen, wie sie
aus dem Verfeinerungskalkiil bekannt sind, bei denen das Resultat durch ein
Pradikat spezifiziert wird. An objektorientierten Konzepten werden Objekte mit
Attributen und Methoden, Kapselung privater Attribute, Klassen mit Vererbung,
Untertyp-Polymorphie, parametrische Polymorphie und Objektidentitidten be-
trachtet. Fiir die Semantik der Notation wird das Typsystem F;” , eine Erweite-
rung des typisierten A-Kalkiils, zugrunde gelegt. Anweisungen werden durch
Pradikatentransformer definiert. Damit wird gezeigt, wie eine Notation, die be-
ziiglich der Spezifikationsméchtigkeit und der Flexibilitdt der Typisierung tiber
existierende typisierte objektorientierte Programmier- und Spezifikationsspra-
chen hinausgeht, formal definiert werden kann. Die Flexibilitdt beruht insbeson-
dere auf der Unterscheidung von Objekttypen und Klassen.

Das zentrale methodische Konzept ist die Klassenverfeinerung. Sie erlaubt es,
abstrakte, spezifizierende Klassen durch konkretere, implementierungsnihere
zu ersetzen. Es wird gezeigt, daf} Klassenverfeinerung durch die aus dem Verfei-
nerungskalkiil bekannte Technik der Datenverfeinerung nachgewiesen werden
kann. Fiir die Verfeinerung von inkrementell modifizierten Klassen werden
spezielle, vereinfachte Beweisregeln aufgestellt. Das Herausfaktorisieren von
Gemeinsamkeiten von Klassen wird durch zwei neuartige Operatoren, Klassen-

schnitt und Klassenvereinigung, unterstiitzt.
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit gibt eine formale Fundierung objektorientierter Entwurfs-
prinzipien. Es werden Beweis- und Konstruktionsregeln aufgestellt, mit denen die
Korrektheit von objektorientierten Entwiirfen sichergestellt werden kann. Damit
wird zur Zuverldssigkeit objektorientierter Programme beigetragen. Die Regeln

tragen auch zu einem tieferen Verstdndnis der Entwurfsprinzipien bei.

Objektorientierte Programmkonstruktion

Die objektorientierte Programmkonstruktion beginnt typischerweise mit der
Analyse des Problemgebietes. Darin werden Objjekte identifiziert und spéter auf
Objekte im Programm abgebildet. Das Verhalten von gleichartigen Objekten
wird durch Klassen beschrieben. Dieses Vorgehen hat seinen Ursprung in der
Simulation (Dahl & Nygaard, 1966), bei der eine 1:1 Korrespondenz von Objek-
ten der realen Welt mit Objekten im Programm natiirlich ist. Dieses Vorgehen
hat sich auch bei Informationssystemen, Steuerungen, Benutzerschnittstellen,
Betriebssystemen etc. als niitzlich erwiesen. (Objekte entsprechen dann nicht
mehr notwendigerweise Dingen der realen Welt, sind aber hilfreiche Abstrak-
tionen.) Typische Prinzipien fiir den Entwurf von Klassen sind:

Implementieren von Klassen. Eine problemnahe Spezifikation von Klassen ist oft
nicht (effizient) ausfithrbar. Dann ist es notwendig, diese effizient zu imple-

mentieren.



2 Kapitel 1 — Einleitung

Inkrementelle Modifikation von Klassen. Neue Klassen, die verwandt zu existie-
renden sind, koénnen durch Modifikation von diesen mittels Vererbung be-
schrieben werden.

Herausfaktorisieren von Gemeinsamkeiten zu neuen Klassen. Objekte verschiede-
ner Klassen konnen ein dhnliches, aber nicht identisches Verhalten aufwei-
sen. In diesem Fall kann es zweckméflig sein, das gemeinsame Verhalten in

einer eigenen Klasse zu beschreiben.

Ein objektorientierter Verfeinerungskalkiil

In der vorliegenden Arbeit wird fiir diese Entwurfsprinzipien eine theoretische
Fundierung entwickelt, die das korrekte Anwenden aufzeigt. Dazu ist es not-
wendig, eine Notation zugrunde zu legen, in der Spezifikationen und Programme
gleichermaflen formuliert werden kénnen. Die Arbeit gliedert sich thematisch in
zwei Teile: im ersten wird eine objektorientierte Entwurfsnotation definiert, im

zweiten damit die Entwurfsprinzipien formalisiert.

Der Ansatz fiir eine objektorientierte Entwurfsnotation ist, in einer objektorien-
tierten Programmiersprache als Anweisungen (z. B. in Methodenriimpfen) auch
Spezifikationen zuzulassen, die das Resultat implizit mittels eines Pradikates
spezifizieren.

Im sequentiellen Verfeinerungskalkiil (Back & Wright, 1989; Morgan, 1990;
Morris, 1987) wird die Semantik von Anweisungen und Spezifikationen auf ein-
heitliche Weise durch Pradikatentransformer definiert. Ausfithrbare Anweisun-
gen (mit Kontrollstrukturen dhnlich zu Dijkstras guarded commands) werden

eingebettet in einem grofleren Raum nicht-ausfiihrbarer Anweisungen.

Das hier vorgestellte objektorientierte Verfeinerungskalkiil ist eine Erweiterung
des sequentiellen Verfeinerungskalkiils um charakteristische Elemente objekt-
orientierter Sprachen (Cardelli, et al., 1989; Cox, 1986; Goldberg & Robson, 1983;
Meyer, 1988; Stroustrup, 1986; Tessler, 1985):

¢ Objekte mit Attributen und Methoden
e Kapselung privater Attribute

e Klassen mit Vererbung
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¢ Untertypisierung
¢ Parametrisierung (Generizitét)

¢ Objektidentitaten.

Fir die Semantik wird das Typsystem F;” (Bruce & Mitchell, 1992; Pierce &
Turner, 1994) zugrunde gelegt. Das Typsystem F;” ist eine Erweiterung des ein-
fachen typisierten A-Kalkiils. Es wurde entwickelt, um in einem einfachen funk-
tionalen Rahmen die Semantik von Untertypisierung, Kapselung und Polymor-
phie zu definieren und Typisierungsregeln zu studieren. Die Polymorphie kommt
in F;” in zwei Auspragungen, der Parametrisierung von Funktionen mit Typen

und der Parametrisierung von Typen mit Typen.

Die Verbindung des Verfeinerungskalkiils mit F;” erfolgt durch die Definition von
Préadikaten als boolesche Funktionen und Pradikatentransformern als Funktio-
nen von Pradikaten nach Pridikaten in F''. Anweisungen werden mit Pradika-
tentransformern gleichgesetzt, wobei die ausfiithrbaren Anweisungen eine Teil-
menge bilden. Objekten werden so definiert, daBl Methoden beliebige
(ausfilhrbare oder nicht ausfiithrbare) Anweisungen sein konnen. Durch diese
Verbindung geht die Spezifikationsméchtigkeit und die Flexibilitat der Typisie-
rung (bei statisch iiberpriifbarer Typisierung) iiber existierende objektorientierte
Programmier- und Spezifikationssprachen hinaus.

Fur die Formalisierung von Entwurfsprinzipien wird als zentrales methodisches
Konzept die Klassenverfeinerung zugrunde gelegt. Analog zu der Verfeinerungs-
relation zwischen Anweisungen besagt die Klassenverfeinerung, dal} eine verfei-
nerte Klasse durch eine verfeinernde Klasse ersetzt werden kann, und daf} dabei
die Korrektheit des gesamten Programmes gewahrt bleibt.

In dieser Arbeit wird eine Notation und keine Sprache vorgestellt, in dem Sinne,
daf} keine (konkrete oder abstrakte) Syntax definiert wird. Die gewidhlte Notation
abstrahiert von den Eigenarten und Unzulédnglichkeiten existierender Program-
miersprachen. Die methodischen Erkenntnisse lassen sich aber auf diese anwen-
den. Die vorgestellte Semantik objektorientierter Konstrukte 148t sich auch fiir

die Entwicklung neuer Sprachen einsetzten.

Insbesondere wird gezeigt, dal} es niitzlich ist, Objekttypen von Klassen zu unter-
scheiden. Der Typ eines Objektes bestimmt seine Schnittstelle, wiahrend die



4 Kapitel 1 — Einleitung

Klasse eines Objektes sein Verhalten bestimmt. Durch die Unterscheidung wird
die maschinell iiberpriifbare Typisierung von unentscheidbaren Fragen des Ver-
haltens von Objekten getrennt.

Die Rolle einer Theorie der objektorientierter Programmkonstruktion

Eine Eigenart der objektorientierten Programmkonstruktion ist, da3 zu einmal
gefundenen Klassen, immer nur weitere Klassen hinzukommen. Die Klassen der
Problemanalyse und aus nachfolgenden Entwurfsschritten werden somit auch zu
Klassen der Implementierung. Klassen werden wiahrend des Entwurfes i. d. R.

nicht durch andere Klassen ersetzt oder geloscht.

Analyse Implementierung

o

Ein Vorteil der objektorientierten Programmkonstruktion ist die einheitliche
Begriffswelt. Eine Transformation der Begriffe in unterschiedliche Sprachen fiir
Analyse, ..., Implementierung findet nicht statt. Dies macht den Entwurf gro3er
Programme iibersichtlicher. Es wird auch die Wartung von Programmen verein-
facht: das Resultat der Programmentwicklung ist eine Sammlung von Klassen,
die die Entwurfsentscheidungen widerspiegeln. Entwurfsentscheidungen sind

somit dokumentiert und nachvollziehbar.

Ein weiterer Vorteil ist das entstehende Potential fiir die Wiederverwendung.
Klassen, die bei der Analyse eines Problembereiches entstehen, beschreiben das
Verhalten von Objekten der ,realen Welt“. Sie sind nicht notwendigerweise
gebunden an das Programm, fiir das sie urspriinglich entworfen worden sind. Sie

sind deshalb in anderen Programmen wiederverwendbar.

Diese Vorteile haben objektorientierten Programmiersprachen zu einer weiten
Verbreitung verholfen. Gleichzeitig zu der weiten Verbreitung kann eine starke
Vielfalt beim Anwenden der sprachlichen Konzepte und der Entwurfsmethodik
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beobachtet werden. Die Bibliotheken der objektorientierten Programmierspra-
chen Smalltalk, Eiffel, C++, usw. sind nach unterschiedlichen Prinzipien aufge-
baut. Insbesondere wird Vererbung verschiedenartig eingesetzt. Beispielsweise
werden in (LaLonde & Pugh, 1991) drei und in (Budd, 1991) acht typische Arten
der Benutzung aufgezéhlt (und gleichzeitig von einigen abgeraten).

Von einer Theorie der objektorientierten Programmierung wird erwartet, dafi sie
zu einer Klarstellung der ,korrekten“ Benutzung von Konzepten wie der Verer-

bung fithrt, analog zu der Rolle von Theorien fiir andere Programmiersprachen
(siehe Tabelle 1).

Programmierparadigma typische Sprachen |theoretische Grundlagen
strukturiertes Programmieren | PASCAL schrittweise Verfeinerung
modulares Programmieren Modula-2, Ada Datenabstraktion
funktionales Programmieren |ML A-Kalkiil, axiomat. Spez.
logisches Programmieren Prolog Logik, Resolution
paralleles Programmieren occam, ... CSP, ...
objektorientiertes Prog. Smalltalk-80, ... ?

Tabelle 1: Klassifikation sequentieller Programmiersprachen

Aufbau der Arbeit
Kapitel 2 gibt einen Uberblick iiber verwandte Arbeiten und den Ansatz.

Kapitel 3 definiert die Semantik elementarer Programme und gibt die wichtig-
sten Gleichheits- und Verfeinerungsregeln. Die Definitionen werden in einer
Teilmenge von F_’ gegeben.

In Kapitel 4 definiert die Semantik objektorientierten Konzepte: Objekte mit
Attributen und Methoden, Kapselung privater Attribute, Attributselektion und
Methodenaufrufe, Untertypisierung, Parametrisierung, Klassen und Instanzen,

Vererbung. Die Definitionen werden in F;” gegeben.
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Die folgenden Kapitel behandeln, aufbauend auf der Notation aus Kapiteln 3 und
4, methodische Aspekte.

In Kapitel 5 wird in einer verhaltensorientierten Sicht Aquivalenz und Verfeine-
rung von Klassen definiert. Es wird gezeigt, dal3 von zwei gegebenen Klassen die
Verfeinerungsrelation durch die Beweistechnik mittels Simulation nachgewiesen

werden kann.

In Kapitel 6 geht es um den korrekten Entwurf von verfeinernden Klassen per
Konstruktion. Dazu werden zwei Techniken unterschiedlicher Allgemeinheit
benutzt: die Klassenverfeinerung mittels Relation und die Klassenverfeinerung
mittels Abstraktionsfunktion und Invariante.

Kapitel 7 behandelt den Spezialfall des Entwurfs einer verfeinernden Klasse, die
durch inkrementelle Modifikation mittels Vererbung entsteht.

Kapitel 8 geht auf das Herausfaktorisieren von Gemeinsamkeiten von Klassen
beim Entwurf ein. Es wird gezeigt, wie mittels den zwei Operatoren Schnitt und
Vereinigung von zwei Klassen eine gemeinsam verfeinerte bzw. verfeinernde

systematisch konstruiert werden kann.

Kapitel 9 fafit zusammen und ordnet den Ansatz ein. Es werden die Praktikabili-
tat der Benutzung und Implementierungsaspekte diskutiert und einen Ausblick
auf Erweiterungen gegeben.

Der Anhang erklirt das Typsystem F_ und listet die Regeln von F_ auf.



2 Verwandte Arbeiten und Ansaitz

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick iiber Ansitze zur Fundierung von Objektori-
entierung: Theorien fiir die Typisierung und Untertypisierung von Objekten
(2.1), Theorien fiir die Spezifikation von Klassen (2.2) und Anséitze fiir Verfeine-
rungskalkiile mit Objekten (2.3). Daraus wird der gewahlte Ansatz begriindet
(2.4).

2.1 Typisierung und Untertypisierung

Bei Programmiersprachen (und Spezifikationssprachen) unterscheidet man typi-
sierte von untypisierten Sprachen. Die Typisierung fithrt zu einer Reihe von
Vorteilen:

e Die korrekte Typisierung bestimmt die Ausdriicke, deren Semantik definiert
ist. Somit ist sichergestellt, dall ein wohl-typisierter Ausdruck eine Semantik
hat.

e Die Typisierung fiihrt eine Redundanz ein, die eine mechanische Uberpriifung
der konsistenten Benutzung zuléaf3t. Durch die Typisierung konnen Werte un-
terschieden werden, die im semantischen Modell gleich sind (wie die Zahl 0
und die leere Menge) oder im Rechner gleich dargestellt werden (wie Int und

Zeiger).

e Fur typisierte Programmiersprachen kann effizienterer Kode erzeugt werden
weil der Speicherbedarf einer Variablen oft statisch bestimmbar ist und weil
bestimmte Laufzeitiiberpriifungen wegfallen.
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Diese Vorteile beruhen auf dem Prinzip, dall durch ein Typinferenzsystem jedem
Ausdruck ein Typ zugewiesen werden kann. Die Typ kann entweder statisch
bestimmbar (statische Typisierung) oder dynamisch sein, aber trotzdem obige
Vorteile ermoglichen (strenge Typisierung).

Im folgenden wird auf Anséitze fiir typisierte objektorientierte Sprachen einge-
gangen. Untertypisierung wird im Sinne der strengen Typisierung als eine Flexi-
bilisierung des Typsystems unter Beibehaltung obiger Vorteile gesehen. Die
Flexibilisierung beruht darauf, dal ein Wert nicht nur einen sondern mehrere
Typen haben kann (wobei es einen kleinsten gibt). In (Cardelli, 1984; Cardelli &
Wegner, 1985) werden hierzu Objekte durch Verbunde (records) beschrieben.

Beispielsweise ist
type Vehicle = record age : Int, speed : Int end

der Typ der Verbunde mit Feldern age und speed. Durch den bindren Operator @
konnen Felder redefiniert und angehdngt werden, d4hnlich wie bei Vererbung:

type Car = Vehicle ® record fuel : String end
Eine dazu dquivalente Definition ist:
type Car = record age : Int, speed : Int, fuel : String end

Die Reihenfolge der Felder in einem Verbund ist irrelevant. Auf Verbundtypen
ist eine Untertyprelation definiert: ein Untertyp mull mindestens die Felder des
Obertyps haben und die Felder mit gleichem Namen miissen ebenfalls in einer
Untertyprelation stehen. Beispielsweise ist Car ein Untertyp von Vehicle,

geschrieben:
Car =< Vehicle

Die Untertyprelation ist unabhingig davon, welche syntaktischen Mittel zur
Konstruktion der Typen verwendet werden. Im obigen Beispiel gilt die Untertyp-

relation mit beiden Definitionen von Car.
Ein Wert eines Verbundtyps weist den Feldnamen entsprechende Werte zu.
Beispielsweise ist

val mycar = (age — 4, speed — 120, fuel — "gasoline")

ein Verbund vom Typ Car. Der Verbund mycar ist auch vom Typ Vehicle und von

weiteren Typen, Car ist aber sein kleinster Typ.
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Ein Feld eines Verbundes wird mit dem Punkt-Operator selektiert:
mycar.age = 4

Eine Funktion, die bestimmt, ob ein Fahrzeug alt ist, wird definiert durch:
val isOld = (M v : Vehicle * v.age = 12)

Die Funktion isOld kann auf alle Verbunde vom Typ Vehicle angewandt werden.
Weil mycar auch vom Typ Vehicle ist, 146t sich isOld somit auch auf mycar

anwenden:
1sOld mycar = false

Beginnend mit (Cardelli, 1984) wird Untertypisierung in einem einfachen funk-
tionalem Rahmen durch Erweiterung des einfachen typisierten A-Kalkiils stu-
diert. Das Modell von Typen sind dabei Mengen bestimmter Bauart. Die Zugeho-
rigkeit eines Wertes x zu einem Typ T, geschrieben x : T entspricht x € T' und
Untertypisierung S < T entspricht S C T. Um die Fragen der Typisierung und der
Untertypisierung entscheidbar zu machen (mit anfangs genannter Motivation),
konnen neue Typen nur aus gegebenen Konstruktoren fiir Verbunde, Varianten,
Mengen, etc. und elementaren Typen wie Int, Bool, String, etc. definiert. Es kon-
nen keine neu axiomatisierte Typen, wie aus algebraischen Spezifikationsspra-
chen bekannt, hinzugefiigt werden. Auf konstruierten Typen (wie Car) gibt es
vordefinierte Operationen. Fiir Verbunde sind dies die Konstruktion (wie bei
mycar) und die Selektion (z. B. mycar.age).

In (Cardelli & Wegner, 1985) wird die Niitzlichkeit der Erweiterung des typisier-
ten A-Kalkiils mit Untertypisierung um parametrische Polymorphie gezeigt.
Darunter sind Funktionen zu verstehen, die auch Typen als Parameter haben,
wie aus dem A-Kalkiil zweiter Ordnung bekannt. Eine naive Definition einer

Funktion, die das Alter eines Fahrzeuges erhoht, ist:
val increaseAge = (M v : Vehicle * v ® (age — v.age+1))

Der Operator @ tiberschreibt die Felder des ersten Operanden mit denen des
zweiten. Das Resultat dieser Funktion ist immer vom Typ Vehicle, auch wenn sie

auf einen Untertyp angewandt wird:
increaseAge mycar = (age — 5, speed — 120)

Alternativ hierzu 146t sich eine Funktion definieren, die mit einem Typ parame-
trisiert ist, der Untertyp von Vehicle sein mull:
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val IncreaseAge = (M T <: Vehicle * (A v : T *v ® (age — v.age+l)))

Die Funktion IncreaseAge kann angewandt werden auf Car, weil Car Untertyp
von Vehicle ist. Das Resultat ist:

IncreaseAge Car = (Av :Car*v @ (age — v.age+l))
Diese Funktion kann wiederum auf mycar angewandt werden, mit dem Resultat:
IncreaseAge Car mycar = (age — 5, speed — 120, fuel — "gasoline")

Ein weiteres Beispiel fiir parametrische Polymorphie ist eine Sortierfunktion, die
mit dem Typ der zu sortierenden Elemente parametrisiert ist,

type Ordered = record key : Int end
val Sort = (AT <: Ordered * (\s :seq T * ...)) .

Die bisher betrachteten Verbunde (Objekte) bestehen nur aus Feldern, die die
Rolle von Attributen haben. Falls Felder Methoden sein sollen, ergibt sich eine
gewisse Zirkularitdt dadurch, daf3 eine selektierte Methode auf einem Verbund
operiert, von dem sie selbst Teil ist. Diese Abhéngigkeit wird tiblicherweise durch
Rekursion ausgedriickt (Amadio & Cardelli, 1993; Canning, et al., 1989; Cardelli
& Wegner, 1985). Weil eine funktionale Interpretation zugrunde liegt, kann eine
Methode nicht die Attribute ,in situ“ dndern, sondern erzeugt einen neuen
Verbund.

Es sei T[S] ein Typausdruck, in dem die Typvariable S vorkommen kann. Es sei
Rec S * T[S] der kleinste Typ, der die Gleichung S = T[S] erfiillt. Der Typ eines
Kellers von Zahlen mit den Methoden push, pop und top ist dann:

type IntStack =
Rec S * record push : Int — S, pop : S, top : Int end

Ist beispielsweise s : IntStack, dann erzeugt der Aufruf (die Feldselektion)
s.push (3) ein neues Objekt vom Typ IntStack. Der Typ IntStack legt die Schnitt-
stelle oder Signatur der Objekte fest.

Objekte vom Typ IntStack verhalten sich unterschiedlich, je nach dem ob der
Keller leer ist oder nicht. Um das Verhalten von Kellerobjekten vollstindig zu
beschreiben ist es notwendig, zwei Objekte zu definieren. Das Objekt empty ent-
spricht einem leeren Keller, das Objekt cons(x, ) einem Keller, der aus dem
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Keller [ durch hinzufiigen von x entstanden ist. Typischerweise initialisiert man
ein Objekt vom Typ IntStack mit empty.

Es sei e (s) ein (Wert-) Ausdruck, in dem die Variable s vorkommen kann. Es sei
rec s * e (s) der ,kleinste® Wert, der die Gleichung s = e (s) erfiillt. Ein Objekt vom
Typ IntStack ist von der Form rec self * e (self). Die Idee dabei ist, durch self
innerhalb des Objektes auf das ganze Objekt zuzugreifen:

val empty =
rec self *
(push — (hx : Int * cons (x, self)),
pop > error,

top +— error)

val cons (x : Int, | : IntStack) =
rec self *
(push — (A x : Int * cons (x, self)),
pop — 1,
top — x)

Die oben diskutierte Untertyprelation wird analog auf rekursive Typen erweitert.
Beispielsweise ist

type IntStackEmpty =
Rec S ¢ record push : Int — S, pop : S, top : Int, empty : Bool end

ein Untertyp von IntStack, d.h. IntStackEmpty < IntStack.

In (Reynolds, 1978) wird zwischen prozeduraler Datenabstraktion und Typab-
straktion als zwei komplementidren Arten der Datenabstraktion unterschieden.
Bei der prozeduralen Abstraktion ist die Reprasentation eines Typs nach aullen
nicht sichtbar. Auf sie kann nur durch eine prozedurale Schnittstelle zugegriffen
werden kann. Die prozedurale Datenabstraktion ist beispielsweise bei der alge-
braischen Spezifikation von Datentypen gegeben. Bei der Typabstraktion ist die
Existenz einer Reprisentation nach aullen sichtbar, jedoch wird der direkte
Zugriff auf sie verboten. Beispiele fiir die Typabstraktion sind modellorientierte

Spezifikation von Datentypen in Z oder VDM.
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In (Cook, 1990) wird argumentiert, dal} die Kodierung von Objekten durch rekur-
sive Typen der prozeduralen Datenabstraktion entspricht. Die Typabstraktion
wird durch existentiell quantifizierte Typen erreicht (Mitchell & Plotkin, 1985).
Ein existentiell quantifizierter Typ (3 S * T[S]) steht intuitiv fiir eine Menge von
Typen T[S], die durch die Typvariable S indiziert sind. In (Pierce & Turner,
1994) wird ein Modell von Objekten durch existentiell quantifizierte Typen vor-
geschlagen. Die Idee dabei ist, dall Objekte aus Attributen und Methoden beste-
hen, wobei der Typ der Attribute im Typ des Objektes nicht sichtbar sein soll.
Dies wird erreicht, indem der Typ der Attribute existentiell gebunden wird. Die
Kapselung der Attribute ist also gewéhrleistet, indem zwar die Existenz der At-
tribute (im Typ der Objekte) sichtbar ist, der Typ der Attribute aber unbekannt
ist. Der Vorteil dieses Modells von Objekten ist, dall auf Rekursion im obigen
Sinne verzichtet werden kann, was zu einem einfacheren Modell fiihrt.

Ein Element vom Typ (Y S ¢ T[S]) kann intuitiv verstanden werden als ein Paar,
dessen erste Komponente ein Typ ist, hier mit S bezeichnet. Die zweite Kompo-
nente ist ein Wert (der Inhalt), dessen Typ von S abhéngt. Der Typ (3 S * T[S]

ist dann die Menge aller solcher Paare.

Beispielsweise wird der Typ IntStack definiert durch einen existentiell quantifi-
zierten Typ, dessen Inhalt aus den Attributen und den Methoden push, pop und
top besteht, wobei die Methoden auf den Attributen operieren. Der Typ der Attri-
bute wird durch den Quantor versteckt:

type IntStack =
(3> A+ A xrecord push : A xInt — A,pop : A — A, top : A — Int end)

Der Typ IntStack legt nur die Schnittstelle bzw. Signatur fest. Ein Element die-
ses Typs spezifiziert den gekapselten Typ A als auch den Inhalt bestehend aus
dem Zustand (vom Typ A) und den Methoden. Es bietet sich an, den Zustand
eines Kellers zu reprasentieren durch den Typ (in ML-dhnlicher Schreibweise)

IntStackRep = empty | cons (Int, IntStackRep) .

Elemente von existentiell quantifizierten Typen konnen nur durch Packen kon-
struiert werden. Dabei wird der Inhalt, die Instantierung der Typvariablen und

der resultierende Typ spezifiziert. Ein leerer Keller ist beispielsweise definiert
durch:
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pack
(empty,
(push — (AN l: seq Int, x : Int * cons (x, 1)),
pop — (M 1: seq Int * case [ of
empty -> error
cons (x,1') ->1"),
top — (ML seq Int * case l of
empty -> error
cons (x,1') ->x)))
by IntStackRep as IntStack

Dieses Objekt kann zur Initialisierung von Objekten vom Typ IntStack benutzt
werden. Ein Nachteil der Kodierung von Objekten durch existentielle Typen ist,
daf3 auf die Felder nicht direkt zugegriffen werden kann. Dazu mulf} ein Objekt
zuerst gedffnet werden. Beim Offnen wird dem gebundenen Typ ein Name gege-
ben. Falls s vom Typ IntStack, wird die Methode top aufgerufen durch

open s as A by

state : A, oper : record push : A xInt — A, pop : A — A, top : A — Int end
in

oper.top (state)
end .

Die Untertyprelation wird auch auf existentiell quantifizierte Typen erweitert:
Zwei existentiell quantifizierte Typen stehen in einer Untertypbeziehung, falls

ihre Inhalte (Riimpfe) in einer Untertypbeziehung stehen. Beispielsweise ist

type IntStackEmpty =
(O A A xrecord push : A xInt — A, pop :A— A,
top : A — Int,empty : A — Int end)

ein Untertyp von IntStack, d.h. IntStackEmpty < IntStack.

Interessant an beiden Ansitzen (Kodierung von Objekten durch rekursive Typen
oder existentielle Typen) ist die Erweiterung auf die Parametrisierung von Typen
mit Typen, analog zum A-Kalkiill hoherer Stufe. Ein Beispiel hierfiir ist die
Parametrisierung des obigen Kellers mit dem Typ der Kellerelemente:

type Stack [Tl=
(> A <A xrecord push:AxT —A,pop:A —A,top:A— T end)



14 Kapitel 2 — Verwandte Arbeiten und Ansatz

Die genannten Ansétze zur Typisierung und Untertypisierung in objektorientier-
ten Sprachen sind entstanden als Erweiterung des typisierten A-Kalkiils. Die
Problematik der korrekten Typisierung in imperativen Sprachen 148t sich auch
in diesen funktionalen Anséitzen modellieren. Beispielsweise wurden in (Cook,
1989) Fehler im Typsystem der Programmiersprache Eiffel gefunden und Vor-
schlage zur Korrektur gemacht.

In (Bruce & Gent, 1993; Bruce, et al., 1994; Eifrig, et al., 1993) werden objektori-
entierte Typsysteme auf imperative Sprachen angewandt. Dem imperativen Teil
wird eine denotationale oder operationale Semantik gegeben. Damit werden alle
wesentlichen Elemente objektorientierter Sprachen formal definiert; die Flexibi-
litat der Typisierung und Parametrisierung geht iiber iibliche Programmierspra-
chen sogar hinaus. Methodische Aspekte wie die Spezifikation oder Verifikation
von objektorientierten Programmen werden in keinem dieser (funktionalen und

imperativen) Ansétze betrachtet.

2.2 Spezifikation von Klassen mit Zusicherungen

Ein wesentlicher Beitrag zum methodischen Verstidndnis von Objektorientierung
liefert die Spezifikation von Anweisungen durch Zusicherungen (America, 1987;
Leavens, 1991; Meyer, 1988; Wills, 1991). Eine Zusicherung der Form

{pre} stat {post}

bedeutet, daf, falls vor Ausfithrung der Anweisung stat die Bedingung pre gilt,
die Ausfiihrung von stat terminiert und danach die Bedingung post gilt. Die Vor-
und Nachbedingung bezieht sich auf die Programmvariablen in stat. Mit den
Regeln des Hoare-Kalkiils (Hoare, 1969) 1468t sich diese Beziehung nachweisen.
Durch Zusicherung wird die Sichtweise der Implementierung von der Sichtweise
der Benutzung getrennt. Fiir die Benutzung reicht die Kenntnis des Verhaltens

wie durch die Vor- und Nachbedingung gegeben.

Zusicherungen lassen sich auch zur modellorientierten Spezifikation von Daten-
typen einsetzen. In (Hoare, 1972) wird dies mit Datentypen gezeigt, die als
Simula-Klassen geschrieben werden. Fiir jede Operation des Datentyps wird eine
Vor- und Nachbedingung angegeben. Diese Zusicherungen werden mit Hilfe ab-
strakter Variablen ausgedriickt, d.h. Variablen, die nicht Teil der Implementie-
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rung sind, sondern nur dazu dienen, das Verhalten des Datentypes zu definieren.
Damit wird ebenfalls eine Trennung der Sichtweise der Implementierung von der
Sichtweise der Benutzung erreicht. Fir die Benutzung ist nur das Verhalten der
Operationen wie durch die Vor- und Nachbedingungen auf den abstrakten Vari-
ablen gegeben interessant.

Unter der Analogie, dal} eine Klasse einem Datentyp entspricht, 146t sich dieses
Prinzip direkt auf Klassen in iiblichen Programmiersprachen iibertragen. Fol-
gendes Beispiel aus (America, 1990) gibt die Spezifikation eines Kellers und die
Implementierung durch ein dynamisches Feld. Dabei ist s die abstrakte Variable
der Spezifikation und s eine Hilfsvariable. In der Spezifikation steht [] fiir die
leere Sequenz, [x, ..., y] fiir die Sequenz aus x, ..., y und s ° ¢ fiir die Konkatena-

tion von Sequenzen s und ¢. Die Indizierung wird durch s[i] geschrieben:

s :seq of Int :=1[] class ArrayStack
{s = s¢} put (n) {s =s¢p ° [n]} vart:Int:=0
{s=spns=[]}get(){sg=s°lresl} a : Array(Int)

method put (n : Int)
begint =t +1;alt] :=nend
method get : Int
begin
if t =0 then res := NIL
elseres :=alt];t:=t-1
end
end
end

In der Terminologie von (America, 1990) ist die Spezifikation der Klasse auf der
linken Seite ein Typ. Die Klasse auf der rechten Seite implementiert den Typl.
Mit den Regeln aus (Hoare, 1972) 1463t sich diese Implementierungsbeziehung
nachweisen. Dazu mul} eine Abstraktionsfunktion aufgestellt werden, die die
Variablen der Implementierung auf die abstrakten Variablen abbildet. Im obigen
Fall ist eine addquate Abstraktionsfunktion:

s =abs(a,t) mit abs(a,t)=1[al0], ..., alt-1]]

IDies unterscheidet sich von dem Typbegriff der Typtheorien in 2.1. In der Terminologie der
Typtheorie (und dem Hauptteil dieser Arbeit) beschreibt ein Typ eines Objektes lediglich seine
Schnittstelle bzw. Signatur, nicht aber sein Verhalten.
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Laut (Hoare, 1972) ergeben sich eine Beweisbedingung fiir die Initialisierung
von s bzw. ¢ und ¢ und je eine Beweisbedingung fiir die Methoden put und get:

[1 = abs (a,0)
{abs (a, t) = sg} put (n) {abs (a, t) = s ° [n]}
{abs (a, t) =sg A abs (a, n) =[]} get () {sp = abs (a, t) ° [res]}

Die beiden letzteren lassen sich wiederum mit den Regeln des Hoare-Kalkiils

nachweisen.

Die Klassenspezifikationen konnen eingesetzt werden, um die Ersetzbarkeit
(substitutability) einer Klasse beziiglich des Verhaltens sicherzustellen. Der
Terminologie von (America, 1990) weiter folgend, ist die Untertyprelation eine
Beziehung zwischen den Typen (Spezifikationen) von zwei Klassen. Untertypisie-
rung besagt, dal} sich Instanzen eines Untertyps auch entsprechend des Obertyps
verhalten. Beispielsweise ist der Typ eines ungeordneten Puffers (Buffer) gege-
ben durch folgende Spezifikation mit einer abstrakten Variablen b. Es sei () die
leere Multimenge, (x, ..., y) die Multimenge aus x, ..., y und b + ¢ die Vereinigung

von Multimengen b und c.

b : bag of Int := ()
{b =bg} put (n){b =by + (n)}
{b=bgnb ={)}get ){bg=> + (res)

Der Typ von ArrayStack ist ein Untertyp von Buffer in dem Sinne, dal} sich
Instanzen von ArrayStack auch entsprechend des Typs Buffer verhalten. Unter-
typisierung zwischen Typen wird mittels einer Transferfunktion, die die
(abstrakten) Variablen des Untertyps auf die des Obertyps abbildet, nachgewie-
sen. Es sei #s die Liange der Sequenz s. Eine Transferfunktion von ArrayStack
nach Buffer ist

b=tr(s) mit ¢r(s)={(s[0],...,sl#s-1]) .
Die Untertyprelation wird dann durch einfache Implikationsbeweise der entspre-

chenden Vor- und Nachbedingungen nachgewiesen.

Fur die entstehenden Beziehungen ergibt sich folgendes Bild. Die Klasse Buffer
ist spezifiziert, aber nicht implementiert, die Klasse ArrayStack ist sowohl spezi-

fiziert als auch implementiert.
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Typ Buffer
Untertypisierung

‘
‘
i

N S ——p Implementierung

tr

Typ ArrayStack
abs
Klasse ArrayStack

Der praktische Nutzen der Spezifikation von Klassen durch Zusicherungen

wurde in (Cook, 1992) mit einer kompakten Spezifikation der Smalltalk Collec-
tion-Klassen demonstriert (Goldberg & Robson, 1983); es wurden Inkonsistenzen

aufgezeigt und daraus Verbesserungsvorschliage abgeleitet.

Der prinzipielle Nachteil dieses Ansatzes ist, dafl die Spezifikation einer Klasse
nicht Teil der Klasse ist, sondern zur Metasprache gehort. Das bedeutet, daf3 sich
die objektorientierte Strukturierung durch Klassen und Vererbung nicht auf
Spezifikationen anwenden 14Bt. Diese Zweistufigkeit ist nicht im Sinne des
objektorientierten Entwurfs. Vielmehr ist es natiirlicher, die Spezifikation als
eine abstrakte Klasse anzusehen und einen flieBenden Ubergang zwischen
abstrakten und konkreten Klassen zu haben. Dies ist auch die Art wie Zusiche-
rungen in Eiffel (Meyer, 1988) in der Praxis benutzt werden. In Eiffel konnen
Vor- und Nachbedingungen statt Methodenriimpfe geschrieben werden. Die Vor-
und Nachbedingung wird als ein abstrakter Methodenrumpf verstanden. Trotz-
dem ist damit die Zweistufigkeit nicht aufgehoben: in Eiffel kann eine Klasse
nicht zur Spezifikation einer anderen Klasse benutzt werden, beispielsweise als
Attribut- oder als Parametertyp. Auf ein Attribut, das von einer Klasse ist, kann
nur, durch Methodenaufrufe zugegriffen werden. Methodenaufrufe konnen aber
nicht in Zusicherungen benutzt werden, sie beschreiben eine Zustandstransfor-
mation und nicht einen booleschen Wert. Das bedeutet, dall es nicht moglich ist,
Klassen (in der Rolle von Attribut- oder Parametertypen) fur die Spezifikation
von anderen Klassen durch Vor- und Nachbedingungen zu verwenden. Es ist nur
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moglich, Klassen fiir die Implementierung anderer Klassen zu benutzen. Die
Skalierbarkeit des Ansatzes ist nicht gegeben.

2.3 Verfeinerungskalkiile mit Objekten

Die oben diskutierte Zweistufigkeit widre behoben, wenn Spezifikations- und
Implementierungssprache angeglichen wéren. Dies ist genau die Grundidee des
Verfeinerungskalkiils (Back, 1978; Back, 1980), bei dem Spezifikationen als
abstrakte Anweisungen gesehen werden. In diesem Abschnitt wird zunéchst das
sequentielle Verfeinerungskalkiil vorgestellt und dann objektorientierte Erweite-

rungen.

Der Verfeinerungskalkiil ist als eine Weiterentwicklung des Hoare-Kalkiils ent-
standen, um das Prinzip der schrittweisen Verfeinerung direkter auszudriicken.
Der Verfeinerungskalkiil vereinigt die Programmentwicklung durch Zusicherun-
gen (Hoare, 1969) mit dem transformationellen Ansatz (Bauer, et al., 1985). Statt
von einer Anweisung stat nachzuweisen, dal} sie zu der Nachbedingung post
unter Vorbedingung pre fiihrt,

{pre} stat {post}

wird das Paar [pre, post] (in der Notation von (Morgan, 1988c¢)) als eine Spezifika-

tionsanweisung (specification statement) verstanden, die von stat verfeinert wird:
[pre, post] C stat

Die Rolle der Bedingungen (Pradikate iiber Programmvariablen) pre und post hat
sich dabei gedndert: Im Hoare-Kalkiil gehoren sie zur Metasprache, im Verfeine-
rungskalkiil sind sie Teil der (erweiterten) Programmiersprache.

Als Semantik von Anweisungen werden in den Verfeinerungskalkiilen (Back &
Wright, 1989; Morgan, 1990; Morris, 1987) Pradikatentransformer genommen.
In E. W. Dijkstras urspriinglicher Notation (Dijkstra, 1976) ist

wp (stat, post)

die schwdchste Vorbedingung (weakest precondition), so dal} stat terminiert und
danach post gilt. Der wp-Kalkiil legt eine Programmentwicklung von ,hinten

nach vorne“ nahe: Man startet mit der Nachbedingung und der letzten Anwei-
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sung und berechnet dann die schwéachste Vorbedingung fiir diese Anweisung
unter der Nachbedingung. Diese ist dann die Nachbedingung fiir die vorherge-
hende Anweisungen, mit der dann gleichermallen fortgesetzt wird.

Das Ein/Ausgabeverhalten einer Anweisung ist eindeutig durch den Zusammen-
hang von Vor- und Nachbedingung charakterisiert. Deshalb kann die wp-Nota-
tion dahingehend vereinfacht werden, dal Anweisungen identifiziert werden mit
Funktionen, die Nachbedingungen auf Vorbedingungen abbilden. Dies setzt
voraus, dal3 nur das funktionale Verhalten einer Anweisung interessiert. Nicht-
funktionale Aspekte wie Zeit- und Speicheraufwand werden damit nicht beriick-
sichtigt. Anweisungen sind damit Funktionen von Pradikaten nach Pradikaten.
Die Menge Tran der Pradikatentransformer wird definiert als die Menge von

Funktionen der Priadikatenmenge Pred in sich:
Tran = Pred — Pred

Die Anwendung eines Pradikatentransformers (einer Anweisung) p auf ein Pra-
dikat b, geschrieben p b, ist dquivalent zu Dijkstras wp (p, b). Mit Pradikaten-
transformern lassen sich alle iiblichen sequentiellen Programmkonstrukte wie
sequentielle Komposition, Verzweigung, Iteration, Rekursion, Prozeduren als
auch Spezifikationsanweisungen definieren. Beispielsweise sind fiir Pradikaten-
transformer p, ¢ und Pradikat b:

skip b =b Lleere“ Anweisung
(p;q)b =p(qb) sequentielle Komposition
[pre, post] b = pre A (post = b)  Spezifikationsanweisung

In (Dijkstra, 1976) erfiillen die implementierbaren Priadikatentransformer (An-
weisungen) sog. ,healthiness conditions®. Es seien a i fiir i = 0 und ¢ Pradikate:

p false = false Gesetz des ausgeschlossenen Wunders
(b)) a(pc) =p (b Arc) Konjunktivitdat
pAi=0°ai) =(3i=0°p (ai)) Stetigkeit

fallsai=a (G + 1) fiirallei =0

Das Gesetz des ausgeschlossenen Wunders (law of the excluded miracle) schlief3t
Pradikatentransformer aus, die jede Nachbedingung automatisch erfiillen. Die
Konjunktivitat schliet Priadikatentransformer aus, die gutartig indetermini-
stisch sind. Die Stetigkeit schlie3t Anweisungen aus, die unbeschrankt indeter-

ministisch sind (Dijkstra, 1982), beispielsweise die Spezifikationen
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[true, x = 0] .

Um Spezifikationen dieser Art als Anweisungen zuzulassen, werden alle diese
Einschrankungen im Verfeinerungskalkiil fallen gelassen, d. h. es werden wun-
dersame, gutartig indeterministische und unbeschrinkt indeterministische An-
weisungen zugelassen. Somit werden ausfithrbare Anweisungen eingebettet in
einen grofleren Raum abstrakter Anweisungen. Als einzige Einschriankung wird
die Monotonie beibehalten. Sie besagt, dal3 die Verstiarkung einer Nachbedingung
auch die Verstiarkung der schwichsten Vorbedingung zu Folge hat, d. h. fir
Pradikatentransformer p und Pradikate b, ¢ gilt:

ausb=cfolgtpb=pc Monotonie

Anweisung p wird verfeinert durch Anweisung p bedeutet, dall ¢ nur zu Nachbe-

dingungen fiihrt, zu denen auch p fiihrt:
pCq gdw fiir alle Pradikate b gilt: p b =q b

Programmentwicklung von einer abstrakten Anweisung p zu einer Implementie-

rung q kann schrittweise erfolgen:

p=pi1Ep2E...Cp,=q

Dies ist durch die Transitivitat von C sichergestellt. Die Zwischenschritte pg, ...,
Pn-1 konnen abstrakte Anweisungen sein, konkrete Anweisungen, oder Kombina-
tionen von abstrakten und konkreten Anweisungen. Es konnen auch Teile von
Anweisungen verfeinert werden (partwise refinement). Falls p [q] eine Anweisung

ist, in der g vorkommt, gilt:
aus qCr folgt plqlCplr]

(Dies ist durch die Einschrinkung auf monotone Priadikatentransformer sicher-
gestellt.)

Fir die Semantik von (abstrakten) Anweisungen existieren eine Reihe alternati-
ver Modelle. Beispielsweise konnen Anweisungen durch Relationen (z. B. in
(Hoare, et al., 1987)) oder durch mengenwertige Funktionen (z.B. in (Apt &
Plotkin, 1986)). In diesen Modellen gibt es nur eine Art von Indeterminismus, der
dann als bosartiger Indeterminismus ausgelegt wird. Die Semantik durch Pradi-
katentransformer 148t sowohl bosartigen als auch gutartigen Indeterminismus
zu. Pradikatentransformer bilden somit das umfassendste Modell. Pradikaten-

transformer sind auch das einzige Modell, in dem Anweisungen einen vollstandi-
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gen Verband bilden mit der bésartigen Auswahl als Schnitt und der gutartigen
Auswahl als Vereinigung.

In (Utting, 1992) wird eine objektorientierte Erweiterung des Verfeinerungskal-
kiils untersucht, mit dem Ziel abstrakte Anweisungen als Methodenriimpfe zuzu-

lassen. Hierzu wird folgendes Gleichungssystem aufgestellt:

Val = Int + Bool + ... + Obj
State = Var — Val

Pred = State — Bool

Stat = Pred > Pred

0Obj = State x Stat

Werte (Val) sind entweder Werte von Basistypen oder Objekte. Ein Zustand ist
eine Abbildung der Variablen auf Werte. Pradikate werden semantisch definiert
als Funktionen von Zustidnden nach booleschen Werten. Anweisungen sind
monotone Funktionen von Priadikaten nach Pradikaten, symbolisiert durch 5>.
Objekte bestehen aus einem Zustand und (vereinfacht) einer Methode. Es wird
gezeigt, dall dieses Gleichungssystem i. A. keine Losung besitzt. Losungen
existieren fiir den Spezialfall, dal Anweisungen stetig sind. Dann lassen sich
Modelle der denotationalen Semantik (die ja gerade auf stetigen Funktionen
basiert) konstruieren. Das bedeutet, dal Anweisungen nur beschriankt indeter-
ministisch sind, also keine Spezifikationen der Art [pre, post] sind. Aus diesem
Grund werden in (Utting, 1992) hauptséchlich ,multiple dispatch® Methoden
betrachtet. Das sind Methoden, die nicht Teil eines Objektes sind, sondern eher
Prozeduren gleichen. Je nach Typ des iibergebenen Parameters, wird ein unter-
schiedlicher Methodenrumpf ausgefithrt. Der Methodenrumpf kann dabei von
dem Typ eines (des ersten) oder mehrerer Parameter abhidngen, daher die
Bezeichnung ,multiple dispatch®. Der Nachteil ist, dal3 die Attribute der Objekte
fir alle Methoden zugénglich sein miissen und deshalb nicht gekapselt sind. Die
Sicht eines Objektes als abstrakte Datenstruktur geht verloren.

In (Naumann, 1994) wird die Problematik dadurch umgangen, dal3 Pridikate
und Pradikatentransformer als typisierte Funktionen definiert werden. Der Typ
eines Pradikates bzw. Priadikatentransformers bestimmt die Variablen, auf die
sich das Pradikat bzw. der Pradikatentransformer bezieht. Es wird also kein
Zustandsraum mit allen Variablen angenommen. Damit wird die Zirkularitéit im
obigen Gleichungssystem so weit reduziert, dafl Objekten mit beliebigen Pradika-
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tentransformern als Methoden eine Semantik gegeben werden kann. Die Objekte
sind dabei Verbunde im Stil von Oberon (Reiser & Wirth, 1992). Eine Kapselung
von privaten Attributen, wie in Abschnitt 2.1 diskutiert, ist in dieser Semantik
nicht moglich. Untertypisierung ist auf Projektion bei Zuweisungen beschrankt.
Eine Subsumptionsregel, die besagt, dall ein Wert eines Untertyps auch ein Wert
eines Obertyps ist, gibt es nicht.

2.4 Ansatz

Der Ansatz dieser Arbeit ist ein objektorientierter Verfeinerungskalkiil auf
typtheoretischer Basis. Wie im folgenden gezeigt wird, kann durch die typtheore-
tische Basis eine reichhaltige Entwurfsnotation definiert werden, mit der objekt-

orientierte Entwurfsprinzipien formalisiert werden konnen.

Als Basis wird das Typsystem F: genommen (Bruce & Mitchell, 1992). Das Typ-
system F;” ist eine Erweiterung des einfachen typisierten A-Kalkiils um (1) para-
metrische Polymorphie (Funktionen auf Werten unterschiedlicher Typen), (2)
Untertyp-Polymorphie (ein Wert eines Untertyps kann eingesetzt werden wo im-
mer ein Wert eines Obertyps erwartet wird) und (3) Typoperatoren (Funktionen
von Typen nach Typen). Die parametrische Polymorphie wird durch universelle
Quantifizierung ausgedriickt. Zuséatzlich ist es durch existentielle Quantifizie-
rung moglich, Kapselung auszudriicken. Die Syntax und die Regeln von F;” sind
im Anhang aufgefiihrt.

Anweisungen werden durch Pradikatentransformer, d. h. Funktionen von Pradi-
katen nach Pradikaten definiert. Pradikate sind Funktionen von Zustdnden nach
booleschen Werten. Das bedeutet, dal Anweisungen Funktionen hoherer Stufe
sind, wie sie sich im typisierten A-Kalkiil und damit auch in F: ausdriicken
lassen. Zustinde werden mit Verbunden (partiellen Abbildungen von Namen
nach Werten) gleichgesetzt. Falls S, T' Zustandsrdume (Verbundtypen) sind, ist

der Typ der Pradikate und der Priadikatentransformer definiert durch:

Pred S = S — Bool
Tran ST = Pred T — Pred S

(Man beachte, dall Pradikatentransformer kontravariant Priadikate iiber dem
finalen Zustandsraum auf Priadikate iiber dem initialen Zustandsraum abbilden,
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deshalb die Umkehrung der Reihenfolge. Initialer und finaler Zustandsraum

miissen nicht identisch sein.)

Objekte werden durch existentielle Typen wie folgt kodiert. Die Attribute eines
Objektes bilden zusammen einen Verbund. Methoden sind, sofern sie keine
Parameter haben, Pradikatentransformer iiber den Attributen. Sie bilden
zusammen ebenfalls einen Verbund. Ein Objekt besteht aus einem Paar von
Attribut- und Methodenverbunden, wobei der Typ des Attributverbundes ver-

steckt ist. Ein Objekt mit einer parameterlosen Methode m ist demnach vom Typ
(O Attr « Attr x (m : Tran Attr Attr))

hier geschrieben als
object m() end .

Falls die Attribute teilweise 6ffentlich sind, wird dies durch eine Schranke bei
dem existentiellen Quantor ausgedriickt. Falls p : P ein 6ffentliches Attribut sein
soll, wird gefordert, dal3 der Typ der Attribute ein Untertyp des Verbundtyps
(p : P) sein muB, d. h.

O Attr <: (p : P) * Attr x (m : Tran Attr Attr)) ,
hier geschrieben als
object p : P, m() end .

Die Ubergabe von Wert- bzw. Resultatparametern wird durch Vergrofern der
initialen bzw. finalen Zustandsraume der Methoden erreicht. Fiir zwei Verbund-
typen S und 7' mit unterschiedlichen Feldnamen sei S ® T' der Verbundtyp mit
den Feldern von S und T. Hat beispielsweise die Methode m einen Wertpara-
meter val : V und Resultatparameter res: R, ist der Typ eines Objektes mit
Methode m

(3 Attr * Attr x (m : Tran (Attr ® (val : V)) (Attr @ (res : R))))
hier geschrieben als
object m(val : V) res : Rend .

Die Methode m kann bei Objekten von diesem Typ somit sowohl die Attribute
andern als auch ein Resultat liefern. Es wird nicht unterschieden zwischen rein
lesenden und evtl. &ndernden Methoden. (Wie bereits in (Hoare, 1972) beobachtet

ist eine solche Unterscheidung nicht sinnvoll weil eine lesende Operation durch
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eine mit einem nicht beobachtbaren Seiteneffekt implementiert werden kann.)
Aus diesem Grund kann ein Methodenaufruf nicht in einem Ausdruck auf der
rechten Seite einer Zuweisung oder einer Bedingung stehen. Ein Methodenaufruf
ist immer vom Typ Anweisung. Offentliche Attribute hingegen konnen hingegen
in beliebigen Ausdriicken gelesen werden. Dies ist der Grund, weshalb es niitz-
lich ist, 6ffentliche Attribute zu betrachten.

Ein Verfeinerungskalkiil mit typtheoretischer Basis fithrt zu einer Ausdrucks-
maéchtigkeit bei der Spezifikation und einer Flexibilitat bei der Typisierung, die
iiber existierenden objektorientierten Spezifikations- und Programmiersprachen

liegen:

(1) Anweisungen, insbesondere Methodenrimpfe, sind ausfithrbar oder ab-
strakt. Abstrakte Anweisungen sind unbeschriankt indeterministisch, gutar-

tig indeterministisch oder wundersam.

(2) Es wird zwischen Objekttypen und Klassen unterschieden. Der Typ eines
Objektes beschreibt seine Schnittstelle, d. h. die Signatur der Methoden und
die Typen der offentlichen Attribute, nicht aber sein Verhalten. Klassen die-
nen als Vorlage beim Erzeugen von Objekten und konnen aus bestehenden
Klassen durch Vererbung entstehen. Klassen beschreiben das Verhalten von
Objekten. Objekte, die von unterschiedlichen Klassen erzeugt wurde, konnen
vom gleichen Typ sein.

(3) Auf Typen ist eine strukturelle Untertyprelation gegeben. Ein Wert eines
Untertyps kann immer eingesetzt werden, wenn ein Wert eines Obertyps
erwartet wird. Fiir Objekttypen bedeutet dies, dall ein Untertyp zusétzliche
offentliche Attribute und Methoden haben kann. Ein Untertyp mulf} nicht
dieselben privaten Attribute haben, wie der Obertyp.

(4) Anweisungen (Prozeduren), Klassen und Typen konnen mit Typen parame-
trisiert werden und selbst als Parameter iibergeben werden. Typparameter
konnen beschriankt werden.

Die Klassenverfeinerung ist das zentrale methodische Konzept fiir die Formali-
sierung von Entwurfsprinzipien. Klassenverfeinerung bedeutet:
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Eine Klasse D verfeinert eine Klasse C, falls alle beobachtbare Eigenschaf-
ten von Objekten der Klasse D auch beobachtbare Eigenschaften der
Objekte der Klasse C sind. Beobachtbare Eigenschaften eines Objekte sind
solche, die sich anhand von globalen Variablen und Resultatparametern
nach einer Sequenz von Methodenaufrufen feststellen lassen.

Klassenverfeinerung hat eine dhnliche Rolle und dhnliche Eigenschaften wie die
Verfeinerung von Anweisungen, was motiviert, sie als CE D zu schreiben
(gelesen: C wird verfeinert durch D). Bei der Verfeinerung von Klassen kénnen
sich die privaten Attribute dndern, solange das nach auflen beobachtbare Verhal-
ten gleich bleibt. Dies geht aber nur, wenn nicht alle Attribute 6ffentlich sind
(wie beispielsweise bei Oberon (Reiser & Wirth, 1992)). Aus diesem Grund wird
die Diskussion von Klassenverfeinerung auf Klassen beschrinkt, die nur private
Attribute haben.

Hier wird eine verhaltensorientierte oder observationelle Definition der Klassen-
verfeinerung gegeben, die obigen Sachverhalt direkt wiedergibt. Aus dieser
Definition werden Beweisregeln abgeleitet, dhnlich wie sie aus (America, 1987;
Lano & Haughton, 1992) bekannt ist. Der Unterschied ist, dafl die Abstraktions-
funktion zu einer Relation verallgemeinert werden kann, was in einigen Fallen
notwendig ist, um Verfeinerung nachzuweisen. Das Prinzip einer verhaltens-
orientierten Definition von Verfeinerung wurde fiir Datentypen (die eine gewisse
Verwandtschaft mit Klassen haben) in (He, et al., 1986; Nipkow, 1986) gegeben
und wird hier erstmalig auf Klassen angewandt. Klassenverfeinerung wird

eingesetzt fiir folgende drei Entwurfsprinzipien:

Implementierung von Klassen. Klassen, die bei der Problemanalyse
entstehen, konnen das Verhalten der Objekte auf eine abstrakte,
problemnahe Art beschreiben unter Benutzung von abstrakten
Anweisungen. Fir diese Klassen miissen dann (effiziente)
Implementierungen angegeben werden. Dies wird unmittelbar durch

Klassenverfeinerung erreicht: Zu einer abstrakten Klasse C mulf3

eine Klasse C' gefunden werden, so dall C C C'. Die Klasse C' kann dabei
ausfiihrbar sein oder noch immer abstrakte Anweisungen enthalten, die erst in
weiteren Verfeinerungsschritten eliminiert werden. (Aus diesem Grund wird der
Begriff Verfeinerung dem Begriff Implementierung vorgezogen.) Verfeinerung
kann prinzipiell auf zwei Arten geschehen: Es wird eine verfeinernde Klasse C'
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vorgeschlagen und dann die Verfeinerungsrelation nachgewiesen, oder es wird
eine Klasse C' abgeleitet, die per Konstruktion korrekt ist. Die angegebenen
Regeln lassen sich fiir beide Vorgehensweisen einsetzen.

Inkrementelle Modifikation von Klassen. Eine Klasse, die
Ahnlichkeiten zu einer bestehenden Klasse hat, kann durch
Vererbung kompakter definiert werden. Dabei konnen Attribute
und Methoden hinzukommen oder geédndert werden. Fir die

Situation, daf} die neue Klasse die bestehende verfeinern soll, wird

eine vereinfachte Beweistechnik gegeben. Sie beruht auf der Idee,

lediglich die Differenz zu verifizieren; das Prinzip des ,programming by
difference“ (Cox, 1986; Johnson & Foote, 1988) wird bei der Vererbung zu
yverifying the difference” fortgesetzt. Die Beweistechnik ist anwendbar, falls die
gemeinsamen Attribute der beiden Klassen in der neuen Klasse auf gleiche Art
benutzt werden wie in der bestehenden. Sie kann eingesetzt werden, um
vorgeschlagene Anderungen nachtriglich als korrekt zu beweisen oder um

notwendige Anderungen abzuleiten.

Herausfaktorisieren von Gemeinsamkeiten zu neuen -
Klassen. Falls Klassen CO und C1 dhnliches, aber nicht
identisches Verhalten beschreiben, ist es oft zweck- I

?
I
maBig die Gemeinsamkeit in einer neuen Klasse fest-
zuhalten, die durch die beiden Klassen verfeinert wird. ( Co J ( C1 J
Dual kann nach einer Klasse gesucht werden, die so-

wohl das Verhalten von CO als auch das Verhalten von I I
C1 aufweist. Hierzu werden zwei Operatoren einge-
fithrt, Klassenschnitt und Klassenvereinigung, mit de-

nen ausgehend von zwei (oder mehreren) Klassen eine

gemeinsam verfeinerte oder verfeinernde Klassen konstruiert werden konnen.

Bei diesem Ansatz ergibt sich gegeniiber der Spezifikation von Klassen durch
Zusicherungen (Abschnitt 2.3) sich ein modifiziertes Bild. Die Spezifikation einer
Klasse (dort Typ genannt) wird selbst wieder als Klasse beschrieben. Sowohl das
Implementieren einer Spezifikation als auch die Untertypbeziehung zwischen
Spezifikationen werden hier durch die Klassenverfeinerung ausgedriickt. Fir das
gegebene Beispiel konnte dies wie folgt aussehen. Die Klassen Buffer und Stack
haben die Rolle von Schnittstellenklassen wahrend die Klasse ArrayStack die
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Rolle einer Implementierungsklasse hat. Das bedeutet, daf} alle interessanten
Eigenschaften fiir die Benutzung der Klasse ArrayStack bereits durch die Klasse
Stack beschrieben sind.

Klasse Buffer

Klasse Stack

Klasse ArrayStack

Wie bereits in Abschnitt 2.3 diskutiert, gibt es fiir die Semantik von Anweisun-
gen eine Reihe von Modellen, von denen Pradikatentransformer das einzige
Modell sind, in dem Anweisungen einen vollstidndigen Verband bilden mit der
bosartigen Auswahl als Schnitt und der gutartigen Auswahl als Vereinigung.
Diese Verbandseigenschaften werden hier bei der Definition von Klassenschnitt
und Klassenvereinigung ausgenutzt, so dall andere Modelle fiir Anweisungen fiir
diesen Zweck ungeeignet wiren. Die bekannten Regeln fiir die prozedurale Ver-
feinerung (Verfeinerung von Anweisungen) als auch Datenverfeinerung bleiben

giiltig und konnen somit iibernommen werden.

Fur das zugrunde liegende Typsystem F: ist das einzig bekannte Modell das von
Typen als partiellen Aquivalenzrelationen. (Es ist bekannt, dal das in (Cardelli
& Wegner, 1985) vorgeschlagene Modell von Typen als Idealen inkonsistent ist.)
Partielle Aquivalenzrelationen sind Relationen, die symmetrisch und transitiv,
aber nicht notwendigerweise reflexiv sind. Die Idee dabei ist, daf} ein Typ nicht
nur eine Menge von Werten definiert, sondern iiber die Relation auch definiert,
welche Werte als gleich zu betrachten sind (Bruce & Longo, 1990). Gleichheit
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hangt von dem Typ ab, unter dem die Werte betrachtet werden. Zwei Werte
konnen unter einem Typ betrachtet unterschiedlich sein, unter einem Obertyp
dieses Typs betrachtet aber gleich sein: fiir die Gleichheit von zwei Werten sind
nur die ,sichtbaren Merkmale“ (z. B. Attribute) relevant und ein Obertyp
definiert i. a. weniger sichtbare Merkmale. Dadurch, daf3 hier auf F;” aufgesetzt
wird, kann von diesem Modell abstrahiert werden. In dem Anhang werden die
Regeln von F;”, wie sie sich aus diesem Modell ableiten, aufgefiihrt.

Die Kodierung von Objekten basierend auf existentiellen Typen ist vergleichbar
zu der von (Pierce & Turner, 1994) ebenfalls in F;” . Der Unterschied ist, dal3 hier
Methoden aus imperativen Konstrukten bestehen, in (Pierce & Turner, 1994)
sind Methoden nur reine Funktionen. Diese Kodierung durch existentielle Typen
erscheint insbesondere in einem imperativen Rahmen natiirlicher als die Kodie-
rung durch rekursive Typen. Bei der Kodierung durch rekursive Typen kann
weitere Komplexitat dadurch entstehen, daf} fiir die Kapselung von Attributen
diese zuséatzlich mit existentiellen Typen kombiniert werden (Bruce, 1992). Der

Ansatz hier beruht ausschliefllich auf existentiellen Typen.

Die hier vorgestellte Entwurfsnotation ist gegeniiber iiblichen typisierten
Programmiersprachen (durch die Unterscheidung von Objekttypen und Klassen)
flexibler. Trotzdem ist die korrekte Typisierung entscheidbar. Dies ist sicherge-
stellt dadurch, daf3 alle Definitionen im Typsystem F: gegeben werden und die
korrekte Typisierung in F: entscheidbar ist. Das Ableiten von effizienten Typ-
tiberpriifungsalgorithmen ist allerdings nicht Thema dieser Arbeit.

Die methodischen Erkenntnisse bei der Formalisierung o. g. Entwurfsprinzipien
sind weitgehend unabhéngig davon, ob Objekte eine ,Identitat“ haben oder nicht.
Deshalb werden Identitidten bzw. Referenzen hier optional behandelt, d. h. das
Erzeugen eines Objektes liefert das Objekt selbst oder eine Referenz darauf, wie
z. B. bei Oberon. Die Aliasing-Problematik kann damit vermieden werden kann,
wenn Referenzen von der Sicht der Modellierung aus nicht notwendig sind. Dies
weicht von Programmiersprachen wie Smalltalk und Eiffel ab, bei denen nur
Objekte per Referenz erzeugt werden konnen.



3 Der Verfeinerungskalkul

Die ausfithrbaren Anweisungen der Entwurfsnotation enthalten folgenden
Konstrukte, die im wesentlichen Dijkstras ,guarded commands® entsprechen
(Dijkstra, 1976).

abort chaotische Anweisung

skip leere Anweisung

vi=e (Mehrfach-) Zuweisung
p;q sequentielle Komposition
pliq indeterministische Auswahl
if b then p else q end Verzweigung

while b do p end Iteration

Diese Anweisungen werden eingebettet in einen groBleren Raum abstrakter

Anweisungen mit

(1) unbeschriankt indeterministischen Anweisungen,

(2) wundersamen Anweisungen,

(3) gutartigem Indeterminismus,

(4) Anweisungen mit unterschiedlichem initialen und finalen Zustandsraum.
Nach Vorbemerkungen zur Notation und einer Einfithrung in die fiir diese Kapi-
tel benotigten Konzepte von F;“ in 3.1 wird der typisierte Verfeinerungskalkiil
hier weitgehend so dargestellt, wie aus der Literatur bekannt (Back, 1993); In 3.2

werden Priadikate und Pradikatentransformer eingefiihrt, in 3.3 elementare
Gleichheits- und Verfeinerungsregeln gegeben und in 3.4 drei wichtige Teil-
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mengen der Pradikatentransformer diskutiert, monotone, konjunktive und dis-
junktive Pradikatentransformer.

In 3.5 werden abweichend zu (Back, 1993) Zustidnde durch Verbunde statt durch
Tupel beschrieben, d. h. Programmvariablen werden durch ihren Namen statt
durch ihre Position in einem Tupel referenziert. Die Motivation hierfiir ist,
Programmvariablen und Attribute von Objekten, die immer durch ihren Namen
referenziert werden, gleich zu behandeln. Fiir Pradikate, die als Funktionen von
Zustidnden nach Bool definiert sind, wird eine vereinfachte Schreibweise als

boolesche Ausdriicke zugelassen.

Das Formalisieren von Zustidnden durch Verbunde ermoglicht, eine Einbettung
von Anweisungen zu betrachten, um, dhnlich wie in untypisierten Ansétzen
(Morgan, 1990), die Komposition von Anweisungen auf disjunkten Programmva-
riablen zuzulassen (Abschnitt 3.6). Dies ermoglicht, Kommutativitatseigenschaf-
ten von Anweisungen auf disjunkten Programmvariablen zu formulieren
(Abschnitt 3.7).

In 3.8 werden Variablen- und Prozedurdeklarationen eingefithrt. In 3.9 wird
Datenverfeinerung definiert und Verifikationstechniken abgeleitet. Beide
Abschnitte nutzen die Eigenschaft von Anweisungen, unterschiedliche initiale
und finale Zustandsrdume haben zu konnen. Die Datenverfeinerung basiert auf
konjunktiven und disjunktiven Pradikatentransformern.

Die Siatze in 3.2 bis 3.4 werden direkt aus der Literatur iibernommen. Satze in
3.5 bis 3.9, die sich gegeniiber der Darstellung in der Literatur wesentlich geén-

dert haben, werden bewiesen.

3.1 Bemerkungen zur Schreibweise

Die Anwendung der Funktion f auf Argument a wird durch fa geschrieben. Der
Ausdruck e[f/v] steht fiir die Substitution der freien Vorkommen der Variablen v
durch fim Ausdruck e. Dabei konnen v und f gleich lange Listen von Variablen
bzw. Ausdriicken sein. Folgende Aufreihung gibt die Bindungsstiarke der Opera-
toren in absteigender Prioritat:
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e Substitution

e Applikation

¢ unére Operatoren (-, #, ...)

¢ binédre Operatoren (€, U, ...)

¢ Konjunktion (A), Disjunktion (v)

e Implikation (=), Konsequenz (<), Aquivalenz (<)
e Relationen (=,C, 3, <, =)

Alle vorkommenden Ausdriicke sind typisiert. Typen sind Mengen von Werten, so
daB x : T' zu verstehen ist als x € T. Bei der Bindung von Variablen kénnen die
Typen weggelassen werden, falls sie aus dem Kontext ersichtlich sind, z. B.
(W x b) statt (V x: T *b). Typen werden grundsétzlich mit einem GrofSbuchsta-
ben beginnend geschrieben.

Definitionen werden als D = E geschrieben, mit der Bedeutung dal im nachfol-
genden Text D durch E textuell ersetzt werden kann.

Die Definitionen dieses Kapitels werden in einer Teilmenge von F;” gegeben, die
hier kurz erklart wird. Die komplette Syntax von F;” mit allen Regeln ist im

Anhang gegeben.

Die Abstraktion (A x : T * e) steht fiir eine Funktion, die ein Argument vom Typ T
nimmt und x durch dieses in dem Ausdruck e substituiert. Falls e vom Typ U ist,
ist (W x : T * e) eine Funktion von T nach U:

Ax:Tee): T—U

Dieses Beispiel zeigt die Parametrisierung eines Wertausdruckes mit einem
Wert. Ein Wertausdruck kann auch mit einem Typ parametrisiert werden. Die
Typabstraktion (M A ¢ e) steht fiir eine Funktion, die einen Typ als Argument
nimmt und A durch diese in dem Ausdruck e substituiert. Falls e vom Typ U ist,
lautet die Typisierung:

MAve): (A1)

(JTA * U) ist der Typ der Funktionen, die einen beliebigen Typ als Parameter

nehmen und einen Wert vom Typ U liefern. Dabei kann U von dem Typparame-
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ter abhingen. Statt ([[A ¢ U) wird in der Literatur auch (V A * U) geschrieben,
wovon hier wegen der Unterscheidung zu dem logischen Quantor abgesehen
wird. Beispielsweise ist

Id = WA (hx:A *x))
Id : (JJA* A—-A)

die polymorphe Identitidtsfunktion. Sie kann mit jedem beliebigen Typ instan-

ziert werden, beispielsweise mit dem Typ Int:
Intld = Id Int

Mit der Regel Typ—Reduktion (siche Anhang) folgt, dall Intld dquivalent ist zu:
Intld = (hx:Int*x)

Mit der Regel :—Typapplikation folgt fiir den Typ von Intld:
Intld : Int — Int.

Als Basistypen werden einfache Typen wie Int (die ganzen Zahlen) und Bool (mit
den Werten true und false) verwendet, als auch zusammengesetzte Typen wie
Mengen set of T, Sequenzen seq of T, Multimengen bag of T und Kreuzprodukte

T; x ... x Ty, jeweils mit den iiblichen Operationen. Insbesondere werden Ver-

bunde (records) eingesetzt. Es seien [, ..., [, Namen von Feldern:
(;:Tq,...,1,:Ty) Verbundtyp
(U= eq, ..., lp— ep) Verbund
r. Feldselektion
Ro®S Uberschreiben von Verbundtypen
ros Uberschreiben von Verbunden
dom R Feldnamen
ri{ly, ..., L} Einschrinkung

Eine alternative Schreibweise fiir Verbundtypen und Verbunde ist
gy oo ly: Ty, ..., Ty)
(l], ceey ln = ez, ...y en) .

oder, falls [ =3, ..., [,, eine Liste von Namen, T'= T, ..., T, eine Liste von Typen
und e = ey, ...e, eine Liste von Werten ist, kurz

@:1,
(l—e) .
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Es werden auch Mischformen beider Schreibweisen zugelassen, beispielsweise
falls £ =k, ..., ky, eine Liste von Namen, S = Sy, ..., S;, eine Liste von Typen und
=11, ...[m eine Liste von Werten ist:

(l:T,k:S)
(I—e k=)

Das Uberschreiben von Verbunden und Verbundtypen ist asymmetrisch: Der
zweite Operand iiberschreibt die Inhalte der gleichnamigen Felder des ersten

Operanden und hiangt neue Felder an.

Diese Basistypen konnen im ,reinen“ A-Kalkiil ohne Basistypen kodiert werden
(Mitchell, 1990). Im folgenden wird davon ausgegangen, daf} sie mit der iiblichen
Semantik zur Verfiigung stehen.

In F;” werden Beweise mit den Inferenzregeln fiir Aquivalenz gefiihrt. Diese
Regeln sind im Anhang aufgelistet. Beispielsweise kann mit der Aquivalenzregel
=—Symmetrie abgeleitet werden, daf} fiir Zahlen x, y ausx + 3 =y folgt y =x + 3,
geschrieben:

x:Int,y:Inttx+3=y

x:Int,y :Intty=x+3

Um Beweise kompakter darzustellen, werden sie im sog. ,,calculational style® ge-
fiihrt, etwa wie in (Dijkstra & Scholten, 1990). Obiger Beweis wird geschrieben

als:
x+3=y

= «=—Symmetrie»
y=x+3

Das Symbol = steht dabei fiir die Inferenz. Die Typisierungen der vorkommen-
den Variablen werden weggelassen und miissen aus dem Kontext hervorgehen.
Der Name der Regeln wird in «...» Klammern geschrieben. Hiaufig werden meh-
rere Inferenzschritte zu einem zusammengefaflt. Einfache Regeln wie Assoziati-
vitat und Symmetrie werden oft implizit angewandt. Falls die Inferenz in beiden
Richtungen moglich ist, wie in diesem Beispiel, wird < statt = geschrieben.

Falls aus der unteren Zeile die obere folgt wird sinngemél} < geschrieben.
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Beweise gewisser Bauart konnen weiter vereinfacht werden. Falls beispielsweise
in der Umgebung (Liste von Typisierungen) E gezeigt werden soll, dall b = true
gilt und bereits gezeigt wurde, dall b = ¢, ¢ =d und d = true gilt, geht der Beweis

mit zweimaliger Anwendung von =—Transitivitdt:

EFb=c Etc=d
Erb=d E+d=true
EFb=true

Dies wird ,linear ausgedriickt durch:

b
= «wegen b = c¢»
c
= «wegen ¢ = d»
d
= «wegen d = true»

true

Die Regel =—Transitivitdt wird nicht explizit erwédhnt. Diese Art von Beweisen

kann mit jeder transitiven, bindren Relation gefiihrt werden.

3.2 Pradikate und Pradikatentransformer

Im folgenden seien R, S, T Typen, die die Rolle von Zustandsrdumen haben.
(Zustandsraume konnen fiir die Zwecke dieses und folgender Abschnitte beliebige
Typen sein; sie werden in Abschnitt 3.5 eingeschriankt). Ein Zustandsprddikat
iiber einem Zustandsraum S ist eine Funktion von S nach Bool, also vom Typ?2

Pred S = S — Bool Zustandsprddikat
Konstante Zustandspradikate sind:

TrueS = (ho:S *true) True
False S = (AL o:S * false) False

2In F: 148t sich Pred préziser definieren durch Pred = (A S * S — Bool) als eine Funktion von
Typen nach Typen, d.h. von der Art * — *. Weil Pred nie alleine, sondern immer nur mit einem
Typargument S vorkommt, wird die obige, einfachere Schreibweise vorgezogen.
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Der Typ von True S und False S ist Pred S.

Auf Zustandspriadikaten sind die iiblichen booleschen Operatoren durch die
punktweise Erweiterung der entsprechenden Operatoren auf Bool definiert, also
fiir o: Sund a, §: Pred S gilt:

—a = (Mo:S*~(ao0) Negation
arnfp = (Mo:Scaonafo) Konjunktion
avp = (Mo:Scaov po) Disjunktion
a=f = (AMo:S*ao= o) Implikation
a=p = (AMo:S*ao<=po) Konsequenz
a=spf = Mo:S*ao<s o) Aquivalenz

Der Typ von —~a, a A B3, ... ist Pred S.

Die universelle Implikation, universelle Konsequenz und Gleichheit (universelle
Aquivalenz) von Zustandspradikaten a, 8 : Pred S ist definiert durch:

asf = (Vo:S*ao=po) universelle Implikation
azff £ (Vo:S*ao<=po) universelle Konsequenz
a=f = (Vo:S*aoc< o) Gleichheit

Falls a durch i € I indiziert ist (I beliebig), ist die Quantifizierung von Zustands-
pradikaten definiert durch:

Vielsa = (ho:S*Viel*ao) universelle Quantifizierung
@i€l*a) = (ho:S*@i€l°*ao0)) existentielle Quantifizierung

Eine Anweisung p mit initialem Zustandsraum S und finalem Zustandsraum 7'
wird identifiziert mit einer Funktion, die Zustandspréidikate tiber T abbildet auf
Zustandspradikate iiber S. Es sei 8 : Pred T ein Zustandspradikat. Dann ist p 8
die schwachste Vorbedingung, so dall p terminiert und danach g gilt. Der Typ
Tran S T der Pradikatentransformer von Zustandsraum S nach Zustandsraum T
ist definiert durch:

Tran ST = Pred T — Pred S Prdadikatentransformer

Es werden einige elementare Anweisungen vom Typ Tran S T definiert. Die
Anweisung Miracle S T fiihrt zu jeder gewollten Nachbedingung. Die Anweisung
Abort S T fithrt zu keiner (kontrollierbaren) Nachbedingung. Die Anweisung
Skip T vom Typ Tran T T 146t den Zustand unverindert:
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Miracle ST = M\a:PredT-*TrueS) wundersame Anweisung
Abort ST = (M\a:PredT-FalseS) chaotische Anweisung
Skip T = (Ma:PredT- a) leere Anweisung

Es seien g vom Typ Pred T. Die Annahme [§] verhilt sich wie die leere Anwei-
sung falls g gilt, sonst wie wundersam. Die Zusicherung {f} verhélt sich ebenfalls
wie die leere Anweisung falls f§ gilt, sonst chaotisch:

(Bl £ (ha:PredT*p= a) Annahme
B = Wa:PredT-p A a) Zusicherung

Es sei ¢ : S — Teine Zustandsfunktion vom Zustandsraum S nach 7'. Die Anwei-
sung (¢) : Tran S T fithrt die durch ¢ gegebene Zustandstransformation aus. Sie
ist Ahnlich einer Mehrfachzuweisung, verallgemeinert sie aber dahingehend, daf3

initialer und finaler Zustandsraum nicht identisch sein miissen:
(99 = (Mha:PredT*No:S*a(po)) Zustandstransformation

Es sei p: Tran R S und es seien q,r: Tran S T. Die sequentielle Komposition
p ; q entspricht der Hintereinanderausfithrung von p und gq. Die Auswahl g M r
fithrt zu einer Nachbedingung, falls sowohl q als auch r zu dieser Nachbedingung
fiihren. Die Auswahl wird als bésartig (demonic, malvolent) bezeichnet. Die
Auswahl g LI r fihrt zu einer Nachbedingung falls g oder r zu dieser Nachbedin-
gung fithren. Die Auswahl wird als gutartig (angelic, clairvoyant) bezeichnet:

p;q = (ha:PredT-*p(q a) sequentielle Komposition
grir = (ha:PredT*qanra) bindre bosartige Auswahl
gllr = (ha:PredT*qavrao bindre gutartige Auswahl

Falls q durch i € I indiziert ist, sind die entsprechenden allgemeinen Formen der
Auswabhl definiert durch:

Mmi€el*q) = MNa:PredT-Vi€l*q ) bosartige Auswahl
(Li€el*q) = MNa:PredT-3@i€l*q ) gutartige Auswahl

3.3 Gleichheit und Verfeinerung von
Pridikatentransformern

Die Anweisungen ¢ und r sind gleich, falls sie zu gleichen Nachbedingungen
unter gleichen Vorbedingungen fithren. Anweisung q¢ wird verfeinert durch
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Anweisung r, falls die Vorbedingungen, unter denen g zu einer Nachbedingung
fithrt, auch Vorbedingungen von r fiir diese Nachbedingung sind. Es seien ¢, r
vom Typ Tran S T-

g=r = (a:PredT*qa=ra) Gleichheit von Anweisungen
qCr = (Na:PredT*qasra) Verfeinerung von Anweisungen
= (Va:PredT*qa=ra)

Ein Hoare-Triple {pre} q {post} ist definiert durch:
{pre} q {post} = pre < q post fuir alle pre, post
Die Verfeinerung von Anweisungen erhalt totale Korrektheit:

g Cr gdw fir alle pre, post: {pre} q {post} = {pre}r {post}

Folgende vier Sitze veranschaulichen die Moglichkeiten der Verfeinerung:

(Bl © [yl gdw pB=vy C—Annahme
By T {yy gdw PB=y C—Zusicherung
qrir L gq C—1
q &t qUr C—L |

Die Verfeinerung kann den Bereich des wundersamen Verhaltens vergroflern,
den Bereich des chaotischen Verhaltens verkleinern, bosartigen Indeterminismus

reduzieren und gutartigen Indeterminismus hinzufiigen.

Die Pradikatentransformer eines Typs bilden mit der Verfeinerungsrelation C als
Ordnung, mit der bosartigen Auswahl M als Schnitt und mit der gutartigen
Auswahl LI als Vereinigung einen vollstdndigen Verband:

o Die Verfeinerungsrelation ist eine partielle Ordnung, d. h. reflexiv, transi-
tiv und antisymmetrisch

qtq C—reflexiv
(@qEr)a(rs)=(gCs) C—transitiv
QENA(rCg=(@=r) C—antisymmetrisch
o Fiir zwei Pradikatentransformer gibt es immer eine kleinste obere und

groBte untere Schranke:

(Cr) A (@qCs) < (@LCrris) C—grofite untere Schranke
(rcqg) A (sCq) <= (rLisCq) C—kleinste obere Schranke
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o Weiterhin gibt es fiir jede beliebige Menge von Priadikatentransformer eine
grofte untere und kleinste obere Schranke, d.h. der Verband ist
vollstandig.

In vollstandigen Verbdnden gibt es ein kleinstes und ein grofites Element:

Abort STC q C—abort
q C Miracle ST C—miracle

Die sequentielle Komposition ist assoziativ, hat die leere Anweisung als Eins-
element und die chaotische und wundersame als Linksnull. Es seiq : Tran S T:

(Pp;q);r = p;(@;r) —assoziativ

Skip S; q = q —skip
= q;SkipT

AbortR S ; q = AbortRT —abort-linksnull

Miracle RS ;q = MiracleRT —miracle—linksnull

Die bosartige Auswahl ist idempotent, symmetrisch und assoziativ. Sie hat die
chaotische Anweisung als Nullelement und die wundersame als Einselement. Es
seien p, g, r vom Typ Tran S T

qrlqg = q T+idempotent
gMr = rrlgq +symmetrisch
(@ir)ms = qri(rris) MHassoziativ
q M Abort ST = AbortST Mabort
q M Miracle ST = ¢q +miracle

Die gutartige Auswahl ist idempotent, symmetrisch und assoziativ. Sie hat aber

die chaotische Anweisung als Einselement und die wundersame als Nullelement:

gllqg = q L —idempotent
glir = ridg L symmetrisch
(quUr)ls = qU(ruls) L assoziativ
qLIAbort ST = q L ~abort
qg LI Miracle ST = MiracleST L +miracle

Die bosartige (gutartige) Auswahl ist distributiv iiber die bindre gutartige
(bosartige) Auswahl. Sowohl die bosartige als auch gutartige Auswahl sind
linksdistributiv iiber die sequentielle Komposition. Es seien p und g durch i €1

indiziert:
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rielsq)uir = (ui€l*qglir) M—L—distributiv
(Lielsq)mr = (i€l*qgr) LI——distributiv
(ri€l*p);q = (H€El*p;q) M——linksdistributiv
(Li€l*p);q = (Li€l*p;q) Li——linksdistributiv

Alle bisher definierten Operatoren sind monoton beziiglich Verfeinerung:

(@Cr) = (p;q9qCp;r) i—monoton
A (q;sEr;s)
(@Cr) = (Miel-qgc(Mic€l-r) +~monoton

(LWielqE(LiEel"r) L +monoton

)
N
2
U

Eine wahre Zusicherung von ist die leere Anweisung, eine falsche Zusicherung
ist die chaotische Anweisung. Die sequentielle Komposition von Zusicherungen
entspricht der Konjunktion der Pradikate. Eine gutartige Auswahl von Zu-
sicherungen ist die leere Anweisung, falls eine der Zusicherungen wahr ist. Sie

ist chaotisch, falls alle Zusicherungen falsch sind:

{TrueTy = SkipT true—Zusicherung
{False T} = Abort TT true—Zusicherung
By = Bry —Zusicherung
(Liel-{p) = 3iel-p LI—Zusicherung

Eine wahre Annahme ist ebenfalls die leere Anweisung, eine falsche Annahme
ist die wundersame Anweisung. Die sequentielle Komposition von Annahmen
entspricht der Konjunktion der Pradikate. Eine bosartige Auswahl von Annah-
men ist die leere Anweisung, falls eine der Annahmen wahr ist. Sie ist wunder-

sam, falls alle Annahmen falsch sind:

[True Tl = Skip T true—Annahme
[False T1 = Miracle T T false—Annahme
(Bl; [yl = [BAayl —Annahme
(Mmiel-[p) = [Fiel-p] M—Annahme

Die Zustandstransformation mit der Identitidt ist die leere Anweisung. Die
sequentielle Komposition von Zustandstransformation entspricht ihrer umge-
kehrten Hintereinanderausfiithrung:

(IdT)y = SkipT Id—Zustandstransformation
(9);(¥) = (y°9) —Zustandstransformation
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Die sequentielle Komposition einer Zustandstransformation mit einer Zusiche-
rung (Annahme) 146t sich in der Reihenfolge vertauschen, falls sich dabei die Zu-
sicherung (Annahme) auf den finalen Zustand bezieht:

(9); B = {B°¢};(e) Zustandstransformation—Zusicherung
(); Bl = [B°ol; () Zustandstransformation-Annahme

Die Verzweigung 146t sich mit den bisherigen Operatoren direkt definieren
durch:

if Bthen gelserend = ([Bl;q)M[-p];r) Verzweigung
Eine dazu dquivalente Definition ist:

if Bthen gelserend = (B};q) LU{-p};r)

Fir Verzweigungen gelten eine Reihe abgeleiteter Gesetze:

la] ;if av Bthen gelserend = lal;q if~true—Zweig
[~al;if a A Bthen gelserend = [-al;r iffalse—Zweig
if athen gelserend = if-athenrelseqend if~Negation
if Bthen gelserend = ifBthen[p];q elserend if~true—Annahme
if Bthen qelserend = if fthen qelse[-f];rend if-false—Annahme
if Bthen gelseqgend = q if-idempotent
if Bthen gelserend ;s = ifPthenq;selser;send if-linksdistributiv

Es seiq : Tran T T. Die Verzweigung ohne else ist definiert durch:
if Bthen gend = if Bthen q else Skip T end

Die Verzweigung ist aus monotonen Operatoren definiert, also gilt wegen der
Transitivitat entsprechend Monotonie:

(gEr) = ifPthen qelsependCif fthenrelsepend if-monoton
A if Pthen p else q end T if B then p else r end

Es sei F eine Funktion von Pridikatentransformern nach Pradikatentransfor-
mern. Der Operator (u X ¢ F' X) steht fiir eine Rekursion mit gebundenem Namen
X und Rumpf F X, in dem X aufgerufen wird. Die Rekursion kann explizit
definiert werden durch Schnitte (bosartige Auswahl):

wWX*FX) =2 MgeX | X=FX}*q) Rekursion
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Die Verbandseigenschaften ermdoglichen die Anwendung des Satzes von Knaster-
Tarski: Falls F monoton ist, ist (w X * F' X) der kleinste Fixpunkt von F, d. h. die
kleinste Losung der Gleichung X = F X:

(W X*FX) = FluX*FX) wFixpunkt
FYCY) = (WXFX)CY) w—minimal

Die Iteration wird definiert durch eine Schwanzrekursion:

while fdopend = (uX *if fthenp ;Xend) Iteration
Fir die Iteration gilt entsprechend Monotonie:

(gEr) = while pdo qend E while fdo rend while—monoton

Unter der zusitzlichen Annahme von Stetigkeit 148t sich Rekursion und Iteration
alternativ definieren. Eine Funktion F von der Menge Tran S T in sich heif3t
stetig, falls fur alle Pradikatentransformer r i, mit r i C r (z+1) fiir i = 0 gilt:

Fluiz0+ri) = (Wi=z0°F(ri))

In diesem Fall kann die Rekursion durch eine Folge von Approximationen

definiert werden. Es sei

Fbqg = gq,
Fitlq = F(Fiq) .

Es sei 1L =Abort S T. Dann entspricht F! | dem Verhalten einer Rekursion,
deren Tiefe i nicht iiberschreitet. Weil F' monoton ist, gilt F¢ L C Fi+l | d.h.
Fi+l | approximiert das Verhalten der Rekursion besser als F'i L. Ist die
Funktion F stetig, ist die Rekursion gleich dem Grenzwert dieser Folge:

(WX*FX) = (Wi=0°Fil)

Die sequentielle Komposition ¢ ; r, die bindre gutartige g Lir und die binire
bosartige Auswahl g M r sind jeweils in beiden Operanden ¢ und r stetig. Die
unbeschrinkte gutartige Auswahl (L i €1 ¢ g) ist ebenfalls stetig, die unbe-
schriankte bosartige Auswahl (M i &1 *q) ist es nicht (Dijkstra, 1982), d. h.
Rekursion kann nicht iiber den Grenzwert definiert werden falls unbeschrankte
bosartige Auswahl (z. B. in Form von Spezifikationsanweisungen) zugelassen
wird. Hierzu ist es notwenig, Rekurison und Iteration iiber Schnitte zu
definieren. In (Dijkstra & Gasteren, 1986) wird gezeigt, wie ein Iterations-
theorem (mit einer Terminierungsfunktion iiber eine wohlgeordnete Menge)
unter dieser schwicheren Voraussetzung abgeleitet werden kann.
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3.4 Monotone, konjunktive und disjunktive
Pradikatentransformer

Ein Pradikatentransformer g : Tran S T heilit monoton genau dann, wenn fiir
alle a, §: Pred T gilt:

(a=p) = (qa=qp

(Dies unterscheidet sich von dem Monotoniebegriff des letzten Abschnittes, bei
dem es um monotone Operatoren ging, d. h. solche fiir die (p T q) = (F p C F q)).
Die Menge der monotonen Pradikatentransformer 148t sich auch syntaktisch
charakterisieren.

Definition (Anweisungen A). Es sei 4 die kleinste Menge von Termen bestehend
aus

o [BL{B: (4
. p;q falls p,qEA,
o (Mi€l*p),(Luicl*p) fallsp €A furalleiecl.

Die Elemente von 4 heillen Anweisungen.

Satz (Darstellung monotoner Prdadikatentransformer). Jede Anweisung ist ein
monotoner Pradikatentransformer und jeder monotone Priadikatentransformer
148t sich schreiben als eine Anweisung. Die Menge A4 und die Menge der monoto-

nen Pradikatentransformer sind identisch.

Der Beweis dieses Satzes ist in (Back & Wright, 1990) gegeben.

Ein Pradikatentransformer p : Tran ST heillt universell konjunktiv (oder nur
konjunktiv) bzw. universell disjunktiv (oder nur disjunktiv) falls fiir eine beliebige
Menge durch i € I indizierter Pradikate o : Pred T gilt:

pWVielsa) = WVi€l*pa) bzw. pAi€l*a) = @i€l*pow)

So ist Miracle S T konjunktiv aber nicht disjunktiv, Abort S T ist disjunktiv aber
nicht konjunktiv. Die Zustandstransformation (¢) ist sowohl konjunktiv als auch
disjunktiv. Die sequentielle Komposition p ; ¢ ist konjunktiv bzw. disjunktiv falls
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sowohl p als auch g konjunktiv bzw. disjunktiv sind. Die folgenden Sitze charak-

terisieren die konjunktiven und disjunktiven Pradikatentransformer.

Satz (Darstellung konjunktiver Prddikatentransformer). Die konjunktiven
Pradikatentransformer entsprechen genau den Termen, die aus [S], {(¢), p ;q,
(Mi &1 * p) zusammengesetzt sind.

Satz (Darstellung disjunktiver Prddikatentransformer). Die disjunktiven
Pradikatentransformer entsprechen genau den Termen, die aus [B], {(¢), p ;q,
(LW €1 * p) zusammengesetzt sind.

Die Beweise sind in (Back & Wright, 1992) gegeben. Im allgemeinen gilt fiir
Pradikatentransformer p : Tran R Sund q : Tran S T

p; Miracle ST T Miracle RT
p;Abort ST 1 AbortRT
p;Mi€l+*q € (Mi€l*p;q)
p;(LUi€l*q) 3 (LWi€l*p;q)

Ein Beispiel fiir die Ungleichheit ist p = Abort R S im ersten, p = Miracle R S im
zweiten, I = { } im dritten und vierten Fall (weil (Mi€{}*p; q) = Miracle R T
und (LU E€{}*p; q) =Abort RT). Falls cp ein konjunktiver Pradikatentrans-

former und dp ein disjunktiver Pradikatentransformer ist, gilt zuséatzlich:

cp ; Miracle ST = Miracle RT i—miracle—rechtsnull
dp ;Abort ST = AbortRT —abort—rechtsnull
cp;(Mi€lsq) = (i€l*cp;q) —rechtsdistributiv
dp;(LJi€l*q) = (LWi€l*dp;q) L —rechtsdistributiv

3.5 Programmvariable

Ein Zustand bildet eine Menge von Programmvariablen nach Werten ab. Zustin-
de sind Verbunde. Ein Verbund

(vy— ez, ...,vp—ey) W7V, oo, 0,: V)



44 Kapitel 3 — Der Verfeinerungskalkiil

entspricht einem Zustand iber dem Zustandsraum (v;:Vy, ..., v, : V). Pro-
grammuariablen werden mit Namen von Verbundfeldern gleichgesetzt. Beispiels-
weise ist mit 7' = (x : Int, y : Int)

ANt:T*tx+c=1y):PredT

ein Zustandspradikat mit den Programmvariablen (Feldnamen) x und y. Um die
iibliche Schreibweise von Pradikaten in Annahmen und Zusicherungen zuzulas-
sen, wird folgende Konvention getroffen. Es sei b ein boolescher Ausdruck mit
freien Programmuariablen w : W. (Dabei ist w eine Liste von Variablennamen
und W eine gleich lange Liste von Typen.) Es sei T'=(w : W) und 7: T. Die

Funktion eval b T wertet den Ausdruck b im Zustand 7 aus:

by = AN1:T-*eval bt} Zusicherung mit booleschem Ausdruck
[6] = [AT:T *eval b T] Annahme mit booleschem Ausdruck

Die Funktion eval b T ist definiert iiber die Struktur des Ausdrucks b. Weil fiir
die Ausdriicke keine feste Syntax zugrunde gelegt wurde, wird die exakte Defini-
tion von eval offen gelassen. Folgendes Beispiel soll aber zur Illustration dienen.
Es sei b = (x + ¢ = y) und es seien x, y die Programmvariablen in . Dann gilt mit
T =(x:1Int,y:Int):

[x +c=y]
= «x, y Programmvariable»
[ANt:T < eval (x +c=y) 1]
= «eval»
(ANt:T*1x+c=1Y]

Zu beachten ist, dal} die freien Variablen c, x, y in b die Rolle von Programmvar:i-
ablen oder die Rolle von Konstanten (,logischen“ Variablen) haben. Die jeweilige
Rolle mull aus dem Kontext hervorgehen. Diese Konvention erlaubt es auch,
Verzweigungen und Iterationen in der iiblichen Notation zu schreiben, z.B.:

ifx +c=ythenqelserend =(x+c=yl;q) M [~(x+c=y)];r)

Mit Hilfe dieser Konvention 146t sich auch die verallgemeinerte (Mehrfach-) Zu-
weisung definieren. Es seien v, w Listen von Programmvariablen. Die Zuweisung
v — w = e eliminiert die Variablen v und fiihrt gleichzeitig Variablen w mit

initialen Werten e ein. Es seien u, v : U, V die freien Programmvariablen ine : W

und S = (u,v :U, V) sowie T = (u,w :U, W):
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v—ow:=e = (Mo:S°*u,w—u,evale o)
v—=w:==e : TranST verallgemeinerte Zuweisung

Dabei sind « : U die Programmvariablen in e, die unveréandert bleiben. Dies kann
durch folgende Expansion explizit gemacht werden:

Ve wi=e = u,0—u,w:=u,e :=—FExpansion

Die normale (Mehrfach-) Zuweisung v := e ergibt sich als ein Spezialfall bei iden-

tischen initialen und finalen Variablen:

—~

vi=e v—=Uv:i=e Zuweisung

Die indeterministische Zuweisung v — w :[w' * b] fiihrt neue Programmvariablen
w ein, wahlt bosartig Werte fiir w' aus, so dal b gilt, und eliminiert gleichzeitig
Programmvariablen v. Dual dazu wahlt v — w {w' * b} die neuen Wert fir w'

gutartig aus:

v—=w:lw'*bl = Mw'eW: [bl;v—=-w:=w'

verallgemeinerte bosartige Zuweisung
v=w:{w b= (LUweW-{b};v-w:=w"

verallgemeinerte gutartige Zuweisung

Auch hier kénnen die Programmvariablen v und w teilweise gleich sein. Im Spe-
zialfall von identischen initialen und finalen Variablen fiithrt dies zur normalen
bosartigen bzw. gutartigen Zuweisung:

v:v' bl = v—v:v-b] bosartige Zuweisung

v:{v'* b} = v—v:{v b} gutartige Zuweisung

Die bosartige Zuweisung hat eine dhnliche Rolle wie die Spezifikationsanweisung
in (Morgan, 1988c). Falls pre, post boolesche Ausdriicke iiber die Programmvari-

ablen v sind, entspricht die Spezifikationsanweisung v:[pre, post] der Anweisung
{pre} ; v:[v' * post[v'/v]] .

(Falls der Ausdruck post initiale und finale Werte in Beziehung setzen soll, wer-
den fiir die initiale Werte in der Spezifikationsanweisung v:[pre, post] mit 0 indi-
zierte Variable genommen und fiir die finalen Werte normale Variablen. In der
bosartigen Zuweisung oben beziehen sich normale Variablen auf die initialen
Werte und gestrichene Variablen auf die finalen Werte.)
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Die verallgemeinerte (deterministische) Zuweisung ist konjunktiv und disjunk-
tiv. Die verallgemeinerte bosartige Zuweisung ist konjunktiv aber nicht disjunk-
tiv. Dual dazu ist die verallgemeinerte gutartige Zuweisung disjunktiv aber nicht
konjunktiv. Dies folgt unmittelbar aus den Satzen iiber die Darstellung konjunk-

tiver bzw. disjunktiver Priadikatentransformer.
Die deterministische Zuweisung ergibt sich auch als Spezialfall der bosartigen
und gutartigen Zuweisung:

viv'ev'=e] = v:iz=e

vi{v' v =e} = v:i=e

Im folgenden werden verschiedene Formen der sequentiellen Komposition mit

verallgemeinerten Zuweisungen untersucht.

Satz (Sequentielle Komposition von Zuweisungen). Es sei b ein boolescher Aus-

druck, e eine Liste von Ausdriicken und u, v, w Listen von Variablen. Dann gilt:

(1) wu—v:i=e;[b] = [ble/v]l;u = v:i=e
2 u—vi=e;v—-w:=f = u—w:=fle/v]
(3) u—v=e;v—w:lw*bl = u—w:lw' *ble/v]]

Beweis. (1) und (2) folgen aus Zustandstransformation—-Annahme und ;—Zu-

standstransformation.

Fur (3) gilt:

u—v:=e;v—uw:lw' *b]

= «bosartige Zuweisung»
u—v=e;(Muw-*bl;v—-w:=w"

= «u — v := e konjunktiv, M—;—rechtsdistributiv»
Mw'*u—v:i=e;bl;v—->w:=w"

= «mit (1)»
Mw'*[ble/v]]l;u =v:i=e;v—>w:=w")

= «mit (2)»
(Mw'[ble/v]]l;u = w=w"

= «bosartige Zuweisung»

u— w:[w'-*ble/v]]
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Fir den Spezialfall von identischem initialen und finalen Zustandsraum gilt:

v:i=e;[b] = [ble/v]]l;v:=e
vi=e;v:=f = v :=fle/v]
v:i=e;v:v'*b] = v:v' e ble/v]]

Satz (Sequentielle Komposition von bosartigen Zuweisungen mit Annahmen). Es

seien b, ¢ boolesche Ausdriicke und v, w Listen von Programmvariablen. Dann
gilt:

1) [bl;v—=w:w'*c] = v—=w:lw *bnacl]

(2) v—=w:lw'*cl;[b] = v—=w:lw °*cAbw'/wll

Beweis. Fiir (1) gilt:

[b]l;v—=w:[w'*c]

= «verallgemeinerte bosartige Zuweisung»
[6]; Mw'*[c]l;v—=w:=w')

= «[b] konjunktiv, M—;—rechtsdistributiv»
Mw'*[b];[c]l;v =w :=w'")

= «—Annahme»
Mw'*[bacl;v—=w:=w'")

= «verallgemeinerte bosartige Zuweisung»

v—=w:lw'"*bnc]
Fur (2) gilt:

v—w:w'-*cl;[b]

= «verallgemeinerte bosartige Zuweisung»
Mw'*lcl;v—=w:=w";I[b]

= «—;—linksdistributiv»
Mw'*[el;v—=w:=w'";[b])

= «sequentielle Komposition von Zuweisungen(1)»
Mw'*[c];blw'/wll;v - w :=w')

= «—Annahme»
Mw'*[cAblw'/wll;v —-w:=w')

= «verallgemeinerte bosartige Zuweisung»

v —=w:[w'*c A blw'/wll
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Satz (Sequentielle Komposition von gutartigen Zuweisungen mit Zusicherungen).

Es seien b, ¢ boolesche Ausdriicke und v, w Listen von Programmvariablen. Dann

gilt:
1) bY;v—=wAw'*cy = v—=w:A{w'*bAc}
(2) v—=w Aw' *c};{b} = v—=w:{w'*c A blw'/wl}

Beweis. Aus Dualitdatsgriinden geht der Beweis analog zum vorangegangenen
Beweis.

Satz (Sequentielle Komposition von bosartigen Zuweisungen). Es seien b, ¢ boole-

sche Ausdriicke und u, v, w Listen von Programmvariablen. Dann gilt:
(1) uw—v:v*bl;v—-w:w'*cl = u—-w:lw' *(3Jv' *baclv'/v]]
Es sei zuséatzlich u disjunkt zu v, w. Dann gilt:

2 wiu'*bl;v—-w:ilw'*cl] = uw,v—u,w:lu,w *bnac]

B) v—-w:lw'-cl;u:lu°*bl = u,v—u,w:lu,w *cAbw/wll

Beweis. Fiir (1) gilt:

u—v:v-*bl;v—-w:jlw'-*cl]

= «verallgemeinerte bosartige Zuweisung»
u—v:vbl;MMw' lcl;v—-w:=w"

= «u — v :[v' * b] konjunktiv, M—;—rechtsdistributiv»
Mw'*u—v:v'-*bl;lcl;v —=w:=w"

= «verallgemeinerte bosartige Zuweisung; M—;—linksdistributiv»
Mw'*(Mv'bl;u—=v:=0v;lcl;v—=w:=w"))

= «sequentielle Komposition von Zuweisungen (1), (2)»
Mw' v [bacv'/v]]l;u —w:=w))

= «—;—linksdistributiv, r—Annahme»
(Mw'*[Av'*bacl'/v]l;u -w:=w")

= «verallgemeinerte bosartige Zuweisung»

u—w:lw'*3v' *baclv'/v]]

Die Punkte (2) und (3) folgen als Spezialfille aus (1) wegen:

u:[u'*b] = u,v:u,v'*ba@=0v)]

v—=w:lw'*c] = wu,v—u,w:lu,w caw=u)l
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u:lu'*b] = uw,w:u,w' *baWw=w))

3.6 Einbettung von Pradikatentransformern

Ein Pradikatentransformer q : Tran S T kann so in einen griéfleren Zustands-
raum eingebettet werden, dal} er die zuséatzlichen Variablen unverandert 146t.
Falls die Variablen (Felder) von R disjunkt sind zu denen von S und 7', hat die
Einbettung q 'R den Typ

Q'R:Tran R®S)(R®T) .

Es wird folgende abkiirzende Schreibweise fiir Variablenbindungen fiir eine A-
Abstraktion mit zusammengesetztem Zustandsraum eingefiihrt:

Ap@®0c:R®S*e) = Wy:R®S *el(yl(dom R)/p), (yl(dom S)/o)])
Es seiq : Tran S T. Die Einbettung ist definiert durch:

Q'R = (Ay:Pred ROT)*Ap®0:R®S*qht:T*y(p®1)0)
Einbettung

Fir die Einbettung elementarer Anweisungen ergeben sich folgende Verein-
fachungen:

Satz. Es sei B: Pred T, es sei y: Pred (R ® T) und es sei ¢ : S — T. Dann gilt:

1) UBITR)y = Wp@T1:R®T*B1t=7y(®1)
Einbettung von Annahmen
2 {BTRy = Ap@T:RAT *Btry(p®1D)
Einbettung von Zusicherungen
B (TR y = Ap®@o:R®Sy(p®¢o0)

Einbettung von Zustandstransformationen

Beweis. Fiir (1) gilt:

(BT R)y

= «Einbettung»
Ap@T:ROT [pINT:T*y(p®71)) T

= «Annahme»
Ap@T:ROT*B=0AT:T*y(0p®DT)) 1
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«Implikation, Reduktion»
ANp@®T:R®T*Br=y(®D71))

Der Beweis von (2) verlauft analog. Fur (3) gilt:

(AR y
= «Einbettung»

Ap@o:R®S* (p)ATt:T*y(p®7)) 0
= «Zustandstransformation»

Ap@o:R®S* Ao:S*(At:T*y(p®71)) (90) O)
= «2x Reduktion»

MNp@PO:R®S*y(p® ¢ 0)

Satz (Einbettung von Zuweisungen). Es seien die drei Zuweisungen v — w := e,

v—=w:lw' *clund v = w {w' * ¢} vom Typ Tran S T und es sei R = (u : U). Dann

gilt:
(1) v—=w:=e'R = u,v—u,w:=u,e
2 v—=w:iw*cl'R = u,v—=u,w:lu,w *w =u)Ac]

B v—=w:{w-*c'R u,v—>u,w{u,w*Ww =u)Ack
Beweis. (1) bis (3) folgen aus dem vorangegangenem Satz und den Definitionen

der Zuweisungen.

Einbettungen werden implizit verwendet, um die Komposition von Anweisungen
mit unterschiedlichen Zustandsraumen zuzulassen. Es seien beispielsweise x, y, z

Programmvariablen vom Typ Int. Dann gilt:

x:=y : Tran (x,y :Int, Int) (x,y : Int, Int)
z:=x : Tran(x,z:Int, Int) (x, z : Int, Int)

Die sequentielle Komposition p ; q erfordert, dall der finale Zustandsraum von p
identisch ist mit dem initialen Zustandsraum von ¢g. Die bésartige Auswahl von
q T1r bzw. die gutartige Auswahl q LI r erfordern ebenfalls identische Zustands-
raume. Mit impliziten Einbettungen gilt aber:

X:=y;z:=x
= «=Expansion»

X, Y=Y, 5% 2 =X X
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= «implizite Einbettung»
@, y:=y,y) 1 (z:Int); (x,z:=x,x) | (y : Int)
= «Einbettung von Zuweisungen (1)»
X, Y, 2 =Y, Y,2 5 X,Y,2:=X,¥,X
= «Sequentielle Komposition von Zuweisungen (2)»

x7y92::y7y7y

Das Beispiel verdeutlicht das Zusammenspiel von Programmvariablen in Aus-
driicken mit der impliziten Einbettung: Mit der Konvention des letzten Abschnit-
tes werden den Zuweisungen minimale Zustandsrdume zugewiesen; die implizite
Einbettung 1468t trotzdem ihre Komposition zu.

Die implizite Einbettung 148t die iibliche Schreibweise fiir miracle, abort und
skip ohne Parametrisierung durch den Zustandsraum zu: der minimale Zu-
standsraum fiir diese Anweisungen ist der leere Zustandsraum, d. h. der Ver-
bundtyp ():

miracle = Miracle () () wundersame Anweisung
abort = Abort () () chaotische Anweisung
skip = Skip () leere Anweisung

Fir indeterministische Zuweisungen gilt beispielsweise:

v:v'efalse] = miracle
v:Av'* falsey = abort
v:v'ev'=v] = skip
v:{v'ev'=v}y = skip

3.7 Kommutativitat von Pradikatentransformern

Zwei Pradikatentransformer p : Tran @ R und q : Tran S T heillen unabhdingig,
falls die Felder von @ und R alle verschieden sind sowohl von S als auch von 7.
Fir unabhingige Pradikatentransformer p, g wird im folgenden die Beziehung

von p ; g und q ; p untersucht.

Satz. Es seien [f], {8} und (¢ ) unabhingig vom Pradikatentransformer p. Dann
gilt:
1) p;I[Bl © [Bl;p Annahme—kommautativ
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2 p;{pry 2 Prp Zusicherung—kommutativ
3) p;p)y = (¢);p Zustandstransformation—kommutativ

Beweis. Es sei  :Pred R, ¢ : Q@ — R und p:Tran S T. Es sei y ein beliebiges
Zustandspradikat vom Typ Pred (R @ T). Fiir die linke Seite von (1) gilt:

;[BDy

= «implizite Einbettung»
@ 1tR;[BIT Dy

= «sequentielle Komposition, Einbettung von Annahmen»
PIRANp@T:RAT*Bp=y(p®1)

= «Einbettung, Reduktion»
Ap@oc:R®S*pAt:T*Bp=y(p®1)0)

Fir die rechte Seite von (1) gilt:
(Blsp)y

= «implizite Einbettung»

It S;pTRY
= «sequentielle Komposition, Einbettung»

(IS Ap@o:R®Sp(ht:T*y(p® 1) 0
= «Einbettung von Annahmen, Reduktion»
Ap@o:R®S*Bp=pAt:T*y(p®71) 0)
«Fallunterscheidung mit 8 p = true und 8 p = false»
Ap@Do:R®S*pht:T*Bp=y(p®1)0O)

IA

Die Beweise von (2) und (3) verlaufen dhnlich.
Die Verallgemeinerung dieses Satzes lautet:

Satz. Es sei cq ein konjunktiver und dq ein disjunkter Pradikatentransformer.

Falls p ein von cq und dg unabhéngiger Pradikatentransformer ist, gilt:

p;cq cq;p konjunktiv—-kommutativ

C
p;dqg 3

dqg;p disjunktiv—-kommutativ

Beweis. Jeder konjunktive (disjunktive) Priadikatentransformer 146t sich schrei-
ben als eine Kombination von Zustandstransformationen, Annahmen, sequentiel-

ler Komposition und bosartiger Auswahl (Zustandstransformationen, Zusiche-
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rungen, sequentieller Komposition und gutartiger Auswahl). Der Beweis erfolgt
dann mit Induktion iber den Aufbau von cq (dq). Weil der Beweis lang aber
einfach ist, werden die Details hier weggelassen.

3.8 Variablen- und Prozedurdeklaration

Es sei v eine Liste von Programmvariablen und es sei e eine Liste von Aus-
driicken. Die Variableneinfiihrung enter v := e erweitert den Zustandsraum um v
und initialisiert diese mit e. Die Variablenelimination exit v entfernt die Vari-
ablen v aus dem Zustandsraum. Beide sind Spezialfille der verallgemeinerten
Zuweisung. Es sei ¢ die leere Liste:

enterv:=e = g¢—v:=e Variableneinfiihrung

—

exit v V—=¢Ei=¢ Variablenelimination

Bei der sequentiellen Komposition mit exit v kann die vorangehende Anweisung

geloscht werden, falls es nur die Variablen v dndert.

Satz (Sequentielle Komposition mit exit). Es seicp : Tran (v : V) (v :V) bzw.
dp : Tran (v:V) (v:V) ein konjunktiver bzw. disjunktiver Pradikatentransfor-

mer. Dann gilt:
(1) exitv C cp;exitv

(2) dp;exitv E exitv

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von konjunktiv—kommutativ bzw.
disjunktiv—kommutativ durch Induktion iiber den Aufbau von cp (dp).

Die lokale Variablendeklaration (var v :=e * p) erweitert den Zustandsraum um

Programmvariablen v mit initialen Werten e, fiihrt p aus und eliminiert wieder v:
(varv:=e*p) = enterv:=e;p;exitv Variablendeklaration

Eine Prozedur ist eine Anweisung mit Wert- und Resultatparameter. Die Para-
meteriibergabe erfolgt durch Vergrolern bzw. Verkleinern des Zustandsraumes:
Falls n deklariert ist durch (proc n (val : V)res: R =r* q), werden bei einem
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Prozeduraufruf z == n (e) die aktuellen Wertparameter e nach val kopiert, der
Rumpf r aufgerufen und die Resultate res nach z kopiert:

(proc n (val : V)res: R =r*q) = qlenterres:R ;r;exit val/n]
Prozedurdeklaration

Es sei p vom Typ Tran (val : V,w : W) (res : R, w : W):
z:=pl(e) = enterval :=e;p;res:=z;exitres Prozeduraufruf

Der Rumpf r kann die Resultatparameter, die lokalen Kopien der Wertparameter
und die globalen Variablen modifizieren. Die Resultatparameter haben initial
einen unbekannten Wert. Der Ausdruck enter res : R in der Definition der Proze-
durdeklaration ist definiert durch

enterv:V = enterv:=v0 wobei v0 &€V beliebig .

(Mit dieser Definition wird die Notwendigkeit von indeterministischen Initiali-

sierungen oder Initialisierungen mit undefiniertem Wert 1 vermieden.)

Mit der obigen Definition der Prozedurdeklaration wird ein Prozedurname an
jeder Stelle, an der die Prozedur aufgerufen wird, durch einen Ausdruck ersetzt,
unabhingig davon welche Programmvariablen an der Aufrufstelle existieren. Der

Ausdruck muf} dazu in den jeweiligen Kontext eingebettet werden.

Prozeduren sind hier nicht rekursiv, lieBen sich aber einfach um Rekursion
erweitern (Back, 1987; Morgan, 1988b). In der Tat ist es so, dal3 iiblicherweise
mit Prozeduren drei unabhéngige Dimensionen verbunden sind: die Bennenung
einer Anweisung, die Parameteriibergabe und die Rekursion. Im Hinblick auf die
Definition von Methoden sind hier nur die ersten zwei relevant, weil sich eine
rekursive Prozedur (bzw. Methode) als eine nicht-rekursive mit lokaler Rekur-
sion definieren 146t (Morgan, 1988b).
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3.9 Prozedurale Verfeinerung und Datenverfeinerung

Die Grundidee des Verfeinerungskalkiils ist die Herleitung von effizienten
Programmen aus kompakten, abstrakten Spezifikationen. Abstraktion in der

Spezifikation wird auf unterschiedliche Weise erreicht:

e durch die implizite, indeterministische Spezifikation von Resultaten (z. B.

mittels Priadikate in indeterministischen Zuweisungen);

¢ durch Verwendung von abstrakten Datentypen wie Mengen, Relationen usw.

in Programmen.

Der Verfeinerungskalkiil ist eine ,Breitbandsprache®, in der abstrakte Anweisun-
gen und Datentypen mit ausfithrbaren kombiniert werden kénnen. Was genau
ausfiithrbar ist wird — bewullt — offen gelassen. Dies héngt von der Programmier-
sprache ab, die beispielsweise keine Mengen kennt, nur eingeschrankte Mengen
zulaBt (wie PASCAL) oder beliebige Mengen. Die Theorie bleibt davon unberiihrt.
Die Begriffe konkret und abstrakt sind deshalb relativ.

Die Transformation von abstrakten Anweisungen in konkrete wird prozedurale
Verfeinerung genannt, die Transformation von abstrakten Datenstrukturen in
konkretere die Datenverfeinerung. Typische Regeln, fiir diese zwei Arten der

Verfeinerung werden im folgenden erlautert.

Satz (Verfeinerung von Zuweisungen). Es seien b, ¢ boolesche Ausdriicke, v, w

Listen von Programmvariablen und e eine Liste von Ausdriicken. Dann gilt:

1) v—-w:lw*b] C
2 v—=w:{w*db C v—-w:Aw'*cy falls b=c gilt
B v—-w:w'-*bl C

v—=w:w'*c] falls b<=c gilt

v w:i=e falls ble/w'] gilt

Beweis. Die Punkte (1) und (2) folgen direkt aus der Definition der verallge-
meinerten Zuweisung und C-Annahmen bzw. C—Zusicherungen. Punkt (3) folgt
aus (1).

Fir den héufigen Spezialfall von identischem initialen und finalen Zustands-
raum gilt offensichtlich:

v:v'*b]l T wv:v-cl falls b <=c gilt
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v:{v'*by C viv'ec} falls & =c gilt
viv'*b] T v:i=e falls ble/v'] gilt

Eine Art die bosartige Zuweisung zu konkretisieren ist die Verzweigung.

Satz (bosartige Zuweisung—if). Es sei v eine Liste von Programmvariablen und es
seien b, c, c0, cI boolesche Ausdriicke. Dann gilt:

v:v'ecl = ifbthenv:[v'*cOlelsev:[v'*cl]end
falls b=(c<c0) und -b=(c < cl) gilt

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Auflésen der Verzweigung auf der rechten Seite
und Anwendung von Sequentielle Komposition von bosartigen Zuweisungen mit
Annahmen und r-Annahme.

Beispiel (Maximum zweier Zahlen). Das Maximum max zweier Zahlen a, b hat
die Eigenschaft

((max =a) v (imax =b)) A (a <= max) A (b <=max) .

Ein Programm, das das Maximum von a und b der Programmvariablen x zu-
weist, wird wie folgt hergeleitet.

x:x'*((x'=a)vx'=b)A(a=sx")r(b=x")]
= «bosartige Zuweisung—if (*)»
ifa<bthenx:[x'*x'=blelsex :[x'*x'=al end
= «Vereinfachung von bosartigen Zuweisungen»
ifa <bthenx:=belsex :=aend

Auch wenn in diesem Beispiel das Ergebnis eindeutig bestimmt ist, 146t es sich
einfacher durch eine implizite, indeterministische Zuweisung spezifizieren. Der
Schritt (*) beinhaltet die Entwurfsentscheidung, eine Verzweigung mit der
Bedingung a < b einzusetzen. Fiir die beiden Zweige entstehen fiir die booleschen
Ausdriicke c0 bzw. c1 in den Zuweisungen die Beweisverpflichtungen

asb=(x'=a)vix'=b)Aasx)Ar(b=sx')<= cO) bzw.
a>b=(x'=a)vx'=b)r(asx)r(bsx")<=cl) ,

aus denen sich ableiten 146t, daf3
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c0 = (x'=0b) bzw.

cl & (x'=a).

In der urspriinglichen Technik der Datenverfeinerung (Hoare, 1972) wird der
konkrete und abstrakte Zustandsraum durch eine Abstraktionsfunktion in
Beziehung gesetzt. Hierbei kann der konkrete Zustandsraum zuséitzlich durch
eine Invariante eingeschriankt sein. In neueren Arbeiten (Back, 1989; Gardiner &
Morgan, 1993; He, et al., 1986; Morgan, 1988a; Morris, 1989) wird statt einer
partiellen Abstraktionsfunktion verallgemeinernd eine Relation genommen.

Zentral hierfiir ist die Notation

PEraq .

Sie besagt, dall p durch g so verfeinert wird, dafl die initialen und finalen Zu-
standsrdume von p und g jeweils in Beziehung rel stehen. Beispielsweise gilt

1:=1+1C, b:=-b falls rel(i,b) = (b=odd1i) .

Weil Anweisungen mit unterschiedlichem initialem und finalem Zustandsraum
zugelassen werden, 146t sich Datenverfeinerung als eine spezielle Art der proze-
duralen Verfeinerung ausdriicken (Back & Wright, 1989). Dazu wird eine Anwei-
sung definiert (Simulation oder Kodierung genannt), die entsprechend der Rela-
tion rel den abstrakten Zustandsraum in den konkreten Zustandsraum abbildet.
Alternativ dazu wird eine Anweisung definiert (Cosimulation oder Dekodierung
genannt), die entsprechend der Relation rel den konkreten in den abstrakten
Zustandsraum abbildet.

Definition (Pradikatentransformer iiber einem Zustandsraum). Ein Pradikaten-
transformer p ist iiber dem Zustandsraum S falls initialer und finaler Zustands-
raum von p identisch sind und S Teil von diesen ist. D. h. p ist vom Typ:

p:Tran R®S)(R®S) .

Definition (Datenverfeinerung mittels Relation, C,.;). Es sei p ein Pradika-
tentransformer iber (v : V) und g ein Pradikatentransformer iiber (w : W). Es sei
rel : V x W — Bool und es seien sim und cos gegeben durch:

sim = v—w:jw' *rel(v,w')] bzw. cos = w—=v:{v'*rel (v',w)}
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Prddikatentransformer p mit Variablen v wird verfeinert durch g mit Variablen w
mittels rel ist definiert durch eine der folgenden dquivalenten Ungleichungen:

(1) p;simCsim;q
(2) cos;p;simCq
(3) cos;pEq;cos
(4) pCsim;q;cos

Falls v und w aus dem Kontext hervorgehen, wird dies abkiirzend geschrieben

als p Crer .

Zu beachten ist, daf} die Simulation sim konjunktiv und die Cosimulation cos dis-
junktiv ist. Die Aquivalenz der vier Definitionen ergibt sich daraus, daB sim und
cos Semiinverse sind (Back, 1993) in dem Sinn, daf3

cos ;sim T skip und skip £ sim;cos .
Der Beweis von (1) = (2) lautet:

p;sim Csim;q
= « ;—monoton»
cos ; p ;sim C cos ;sim ; q
= «wegen cos ; sim C skip, Transitivitat»

cos ;p;simCq
Der Beweis 146t sich analog zyklisch fortsetzen, (2) = (3), (3) = (4), (4) = (1),

wodurch die Aquivalenz gezeigt ist.

Verfeinerung mittels Relation ermoglicht das Ersetzen von lokalen Variablen im
folgenden Sinne:

Satz (Variablenverfeinerung mittels Relation). Es sei p ein Pradikatentransfor-
mer tiber (v : V) und q tiber (w : W) und es seirel : V x W — Bool. Dann gilt:

(varv:=i°*p)C(varw :=j°*q) falls rel (i,j) und pC,yq

Beweis. Der Beweis verldauft nach demselben Muster wie in (Back, 1993):

(varv:=i-*p)

= «oar»



Prozedurale Verfeinerung und Datenverfeinerung 59

enter v :=1i;p ;exitv

c «mit sim =v = w :[w' * rel (v, w')], Sequentielle Komposition mit exit»
enter v :=1i;p ;sim;exitv

- «wegen p L g»
enter v :=1i;sim ;q ;exitv

c «Seq. Komp. von Zuweisungen (3), rel (i, j), Verf. von Zuweisungen (2)»

enterw :=j;q ;exitv
= «oar»

(varw :=j *q)

Eine wesentliche Eigenschaft der Datenverfeinerung ist ihre Distributivitit be-
ziiglich der Operatoren von 4. Das bedeutet, dafl sich Datenverfeinerungen

kompositional berechnen lassen:

Satz. Es sei p ein Pradikatentransformer tiber (v : V) und g ein Pradikatentrans-

former tiber (w : W) und es sei rel : V x W — Bool. Dann gilt:

(1) p;p'Criqg;q" falls pC.qg und p'Chpq' C,ei——subdistributiv
(2) (HEl*pCeTuEEL*q)

falls pC,;q firalleiel C e~ +—subdistributiv
3B) (el*p Cyyuiel-q)

falls pC,;q firalleiel Cei—L—subdistributiv

Beweis. Es sei sim =v - w :[w'*r (v, w')]. Nach der Variante (1) der Definition
von T, gilt fur (1):

el e of
p,p ;sitm
«wwegen p' Crel q|»
et -y
p;sim;q
«wegen p L, @»

I

I

sim;q;q'
Fiir (2) gilt:

(Miel*p);sim
= «——linksdistributiv»
(Mmiel-p;sim)
«wegen p C,, q fur alle i € I»
(Mmiele-sim;q)

r
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«sim konjunktiv, M—;—rechtsdistributiv»
sim;(Mi€l*q)

Der Beweis von (3) verlauft analog.

Eine Anweisung, die unabhéngig von den zu verfeinernden Variablen ist, bleibt

von einer Datenverfeinerung unberiihrt.

Satz. EsseiS=@w:V), T=(w : W)und es seirel : Vx W — Bool. Falls r ein von
S und T unabhéngiger Pradikatentransformer ist, gilt:

rCrg 1r C,ei—unabhdingig

Beweis. Es sei sim =v — w :[w' * rel (v, w')]. Nach der Variante (1) der Definition
von C,,; gilt:

r;sim
C «konjunktiv—kommutativ»

sim;r

Mit den letzten beiden Sitzen 146t sich eine Anweisung iiber abstrakten Vari-
ablen in eine strukturgleiche Anweisung so weit transformieren, dafl nur noch
die eigentlichen Operationen auf den Variablen zu verfeinern sind. Sind die ab-
strakte Operation, die konkrete Operation und die Relation gegeben, kann die
Datenverfeinerung uberpriift werden. Alternativ dazu kann die konkrete Opera-
tion aus der abstrakten Operation und der Relation abgeleitet werden. Fiir
deterministische und indeterministische Zuweisungen an abstrakte und globale
Variablen geht dies wie folgt.

Satz (Datenverfeinerung von Zuweisungen mittels Relation). Es seienu : U,v : V,
w : W Listen von Programmvariablen, es seien e, f Listen von Ausdriicken, es
seien b, ¢ boolesche Ausdriicke und es sei rel : V x W — Bool. Dann gilt:

(1) viv'*blCy w:lw'*NVverel(v,w)=3v'*barel®,w'))l
(2) v:i=e Cwg w:lw'*Vuverel(v,w)=relle,w"))]

(3) u:lu'*clCy u:lu'*Nverel (v, w)=rc)l

4) wu:=f Cw u:u'*Nverel(v,w)= Ww'=/)]
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Beweis. Es seisim =v — w :[w' * rel (v, w')]. Nach Variante (1) der Definition von
C,y gilt fur (1):

sim;w:(w'*Vverel (v, w)=3v'*barel (v, w"))]
= «sim, Sequentielle Komposition von bosartigen Zuweisungen (1)»

vow:w'*Qw - rel (v,w)rn Vverel(v,w)= @ v'*bnarel @, w)))]

L

«Verfeinerung von Zuweisungen»
v—=w:lw'*@v'*barel @, w'))]
= «Sequentielle Komposition von bosartigen Zuweisungen (1), sim»

v:[v'*b];sim
(2) folgt direkt aus (1) wegen v :=e = v :[v'*v'=e]. Fiir (3) gilt:

simiu:lu'*(Vverel (v, w')=c)]
= «sim, Sequentielle Komposition von bosartigen Zuweisungen (3)»

u, v —=u,w:lu,w' *rel (u,w)ar Vv-rel (v, w')=c)l

LI

«Verfeinerung von Zuweisungen (1)»
u, v —=u,w:lu',w' *rel (u, w') A cl
= «Sequentielle Komposition von bosartigen Zuweisungen (2), sim»

u:lu'*cl;v—=w:lw'*rel (v, w"]

(4) folgt direkt aus (3) wegen (v :=f) = u:u'*u'=/fl.

Fir Annahmen, Zuweisungen, Verzweigungen und Iterationen ergeben sich

folgende Datenverfeinerungsregeln.

Satz. Esseien R=(u : U),S=@w:V), T=(w : W)und rel : V x W — Bool. Es
seien b, ¢ boolesche Ausdriicke. Falls p, p' vom Typ Tran (R ® S) (R ® S) und q,
q' vom Typ Tran (R®T) (R ® 1), gilt:

(1) [6]1Cy [V v erel (v, w)= b] C.—Annahme
(2) b}y {Av *rel (v, w) A b} C,u—Zusicherung
(3) ifbthen pelsep'end Ty if c then qelse q' end Crif

falls pEyq und p'C.y q'
und Qverel(v,w)ab)scs(Vuv-rel (v, w)=>)
(4)  while b do p end T,y while c do q end Cr—while
falls p Gy q
und Qverel(v,w)rab)scs(Vuv-rel(v,w)=>)
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Beweis. Es sei
sim=v —w:[w'"*rel (v, w"] und cos=w — v {v' *rel (v, w) .
Dann folgt (1) aus der Datenverfeinerung von Zuweisungen (1) wegen
[bl=v:v'*ba@=0)].
Fir (2) gilt nach der Variante (3) der Definition von C, :

{3v-erel (v, w) A b};cos
= «cos, Sequentielle Komposition mit Zusicherungen (1)»
w—=v{v'*Qv-rel(v,w)rb)arel (v, w))

3 «Logik, Verfeinerung von Zuweisungen (2)»
w—=v{v' *rel (v, w)ablv'/v]

= «Sequentielle Komposition mit Zusicherungen (2), cos»
cos ; {b}

Fur (3) gilt:
if b then p else p' end C if c then q else q' end

= «Verzweigung»
([6]1; p) M1 ([=b];p") E([c]; q) M ([=c]; q)

= «Voraussetzung: p C,; g und p' 4 q', Monotonie»
([6]1 S D) A ([-6] Epg [=c])

= «Cp—Annahme»

(Vverel(v,w)=0b)IC[c]) A ([(Vv-*rel (v,w)= -b)]C[-c])
= «C—Annahme»
(c=sVWverel(v,w)=b))A(~c=<(Vuv-*rel(v,w)= b))
= «Logik»
(c=sVverel(v,w)=b))A((Fv-erel (v,w)Anb)=<c)

Die letzte Zeile entspricht genau der zweiten Voraussetzung. Der Beweis von (4)
verldauft analog.

Die Technik der Datenverfeinerung eignet sich in den Fillen, in denen ein
abstraktes Programm in ein konkretes strukturgleiches verfeinert wird. Wie bei
der prozeduralen Verfeinerung, werden nicht-funktionale Aspekte wie Zeit- und
Speicheraufwand nicht (im Verfeinerungskalkiil) formalisiert, auch wenn diese
die Motivation fiir Verfeinerung sind. Ein Beispiel hierfiir wéire die Implementie-
rung einer Menge mit einer Hash-Funktion.



4 Objektorientierung im
Verfeinerungskalkul

Im vorangegangenem Kapitel wurde ein Modell von Anweisungen durch Pradika-
tentransformer gegeben. Dieses Modell wird jetzt um objektorientierte Elemente
erweitert:

¢ Objekte mit Methoden und (gekapselten) Attributen (4.1)
e Attributselektion und Methodenaufrufe (4.2)

¢ Untertypisierung (4.3)

¢ beschrinkte Parametrisierung (4.4)

¢ Klassen und Klasseninstanzen, Vererbung (4.5)

Aullerdem werden parametrisierte Konstanten- und Typdeklaration eingefiihrt.

Die Definitionen werden im Typsystem F: gegeben (siehe Anhang).

4.1 Objekte

Objekte haben einen Zustand und bieten Operationen auf diesem Zustand an.
Ein Zustand ist ein Verbund, dessen Felder At¢tribute sind. So ist beispielsweise

der Zustand eines zweidimensionalen Punktes:
(color — blue, xcoord — 17, ycoord > 3)

Mogliche Operationen auf diesem Zustand sollen — der Schreibweise von Proze-

duren folgend — sein:
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set (x : Int,y : Int)
get ()x:Int,y: Int

Die Operationen eines Objektes bilden ebenfalls einen Verbund, dessen Felder
Methoden sind, z. B.:

(set — xcoord, ycoord :=x,y ; exit x,y,

get — enter x,y ; x,y = xcoord, ycoord)

Die Zustandsraume der Methoden set und get umfassen Attribute, Wert- und
Resultatparameter. Der nach aullen sichtbare Typ der Methoden soll aber die
privaten Attribute verstecken. Deshalb wird von den Attributen abstrahiert und

diese durch das Symbol Attr ersetzt:

(set : Tran (Attr ® (x : Int, y : Int)) Attr,
get : Tran Attr (Attr ® (x : Int, y : Int)))

Dieser Verbund wird mit dem Typ Attr parametrisiert und PointMeth genannt:

PointMeth = (A Attr *
(set : Tran (Attr ® (x : Int, y : Int)) Attr,
get : Tran Attr (Attr ® (x : Int, y : Int)))

PointMeth ist eine Funktion von Typen nach Typen, d.h. der Art:
PointMeth : = —

Von den Attributen eines Punktes soll das Attribut color 6ffentlich sein:
ColPub = (color : Int)

Die offentlichen Attribute und die Methoden bilden die Schnittstelle bzw. die
Signatur eines Objektes. Die privaten Attribute sollen gegen Zugriffe von aullen
gekapselt sein. Der Typ der farbigen Punkte muf} also eine Schnittstelle beste-
hend aus set, get und color beschreiben und private Attribute verstecken. Dies

wird durch einen existentiellen Quantor erreicht:
ColPoint = (3 Attr <: ColPub * Attr x PointMeth Attr)

Der Typ ColPoint umfalit alle Objekte mit einem privaten Typ Attr und einem
Inhalt Attr x PointMeth Attr, wobei Attr ein Untertyp von ColPub ist. Die Unter-
typisierung bedeutet, daf3 Attr mindestens das Feld color : Int hat. Attr kann aber
auch weitere Felder haben.
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Dieses Konstruktionsprinzip kann allgemein durch eine Funktion Ojject ausge-
driickt werden, die aus dem Typ der offentlichen Attribute und dem Typ der
Methoden einen Objekttyp erzeugt.

Definition (Objekttypkonstruktor). Es sei Pub ein Verbundtyp und Meth ein
Typoperator der Art = — =,

Object Pub Meth = (3 Attr <: Pub * Attr x Meth Attr)

Object ist eine Funktion, die einen Typ und eine Funktion von Typen nach Typen
als Parameter nimmt und einen Typ liefert, d. h. von der Art:

Object : = — (3 — %) —
Der Typ der farbigen Punkte kann damit kompakter ausgedriickt werden durch
ColPoint = Object ColPub PointMeth .

Eine konventionellere Schreibweise fiir Objekttypen, wie sie kiinftig benutzt

wird, ist:

ColPoint =
object
color : Int;
set (x : Int,y : Int),
get Ox :Int,y : Int
end

Ein Objekt vom Typ ColPoint hat beispielsweise Attribute
ptlstate = (color — blue, xcoord — 7, ycoord — 13)
vom Typ
pt1Attr = (color : Int, xcoord : Int, ycoord : Int) .
Die Methoden seien gegeben durch:

ptloper =
(set — xcoord, ycoord :=x,y ; exit x,y,
get — enter x,y ; x,y = xcoord, ycoord)
ptloper : PointMeth pt1Attr
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Punkte konnen, als Werte eines existentiellen Typs, nur durch Packen konstru-
iert werden (siehe Anhang). Der Ausdruck

packeby SasT

steht fiir einen Wert vom Typ T mit gekapseltem Typ S und Inhalt e. Ein Objekt
vom Typ ColPoint ist

ptl = pack (ptlstate, ptloper) by pt1Atir as ColPoint .

Dieses Konstruktionsprinzip kann allgemein durch eine Funktion MakeObject
ausgedriickt werden.

Definition (Objektkonstruktor). Es sei Pub ein Verbundtyp, Attr < Pub und Meth
ein Typoperator der Art = — =,

MakeObject Pub =
(A state, oper : Attr, Meth Attr *
pack (state, oper) by Attr as (Object Pub Meth))

MakeObject ist eine Funktion, die einen Typ (Pub) und ein Paar von Werten

(state, attr) als Parameter nimmt und einen (gepackten) Wert liefert:
MakeObject : (]| Pub * Attr x Meth Attr — Object Pub Meth)

Obiges Objekt pt1 kann kompakter definiert werden durch:
ptl = MakeObject ColPub (ptlstate, ptloper)

Eine einfachere Schreibweise fiir Objekte, wie sie kiinftig benutzt wird, ist
ptl = {xcoord 7, ycoord — 13 * color + blue; set + ..., get — ... .

Die privaten Attribute werden von den 6ffentlichen Attributen und den Metho-
den durch einen Punkt getrennt. Die Schreibweise soll andeuten, dal3 es sich bei
den Namen der privaten Attribute um gebundene Namen handelt, die durch

andere entsprechend ersetzt werden konnen.

Zu bemerken ist, dafl die Objekte eines Typs nicht alle die gleichen Methoden-
riimpfe und die gleichen privaten Attribute zu haben brauchen. Dies ist eine Ver-
allgemeinerung gegeniiber iiblichen Programmiersprachen. So konnen Punkte
vom Typ Point erzeugt werden, die beispielsweise Polarkoordinaten benutzen.
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4.2 Attributselektion und Methodenaufruf

Um auf den Inhalt eines Objektes zugreifen zu konnen mulf} dieses als Wert eines

existentiellen Typs gedffnet werden. In
openeasA<:Tbyc:Sinfend

steht e fiir den zu 6ffnenden Wert und T fiir die Schranke des gekapselten Typs.
Die gebundene Variable A steht fiir den gepackten Typ und die gebundene
Variable ¢ fiir den gepackten Inhalt. Der Giiltigkeitsbereich von A ist der Typ-
ausdruck S und der Ausdruck f, der Giltigkeitsbereich von c ist der Ausdruck f.

Beispielsweise wird das offentliche Attribut color von pt1 selektiert durch:

open ptl as Attr <: ColPub by state, oper : Attr, PointMeth Attr
in state.color end

= «pack-open-Reduktion»
blue

Die verwendete Regel ist im Anhang gegeben. Dieser Selektionsmechanismus

kann allgemein durch eine Funktion e.a ausgedriickt werden.

Definition (Selektion offentlicher Attribute). Es sei Pub ein Verbund mit Feld a
und e vom Typ Object Pub Meth.

e.a = open e as Attr <: Pub by state, oper : Attr, Meth Attr in state.a end

Falls T der Typ des Feldes a in Pub ist, gilt e.a : T. Mit der Selektion e.a konnen
keine privaten Attribute selektiert werden. In e.a mul} ¢ ein Feld von Pub sein,
damit der Ausdruck wohltypisiert ist. Obige Selektion von color aus ptl kann
damit kompakter ausgedriickt werden durch

ptl.color = blue .

Es konnen auch keine Methoden auf dhnliche Weise selektiert werden, auch
wenn der Name der Methoden (im Gegensatz zu dem der privaten Attribute)
nach aullen sichtbar ist. Der Grund hierfiir ist, dafl der Typ der Methoden nicht
nach auflen bekannt ist, weil er von den gekapselten Attributen abhiangt. Metho-
den als Teile von Objekten konnen nur durch Methodenaufrufe benutzt werden.

Diese werden im folgenden definiert.
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Die Reprdisentation eines Objektes besteht aus dem Typ der Attribute und dem
Verbund von Methoden. Die Motivation fiir diese Festlegung ist, da3 sich die
Attribute eines Objektes durch Methodenaufrufe dndern konnen, nicht aber
seine Repriasentation. Das Konstrukt

rep x as Attr, oper in p end

offnet die Programmvariable x vom Typ Object Pub Meth im initialen Zustand

und weist Attr, oper die Repriasentation von x mit Sichtbarkeitsbereich p zu.

Definition (Reprdasentation). Es sei Pub ein Verbundtyp, Meth : + — #, x eine
Programmvariable vom Typ Object Pub Meth und p : Tran S T ein Pradikaten-

transformer iiber x.

rep x as Attr, oper in p end =
(AMB:PredT*\o:S*
open s.x as Attr <: Pub by state, oper : Attr, Meth Attr
inp S oend)

Ein Unterschied von rep zu open ist, dall das erste Argument von rep der Name
eine Programmvariable ist, wihrend es bei open ein Ausdruck ist. Ein weiterer
Unterschied ist, dal} in rep nur der Methodenverbund benannt werden, wiahrend
in open der gesamte Inhalt bestehend aus Attributverbund und Methoden-
verbund benannt wird. Der Typ von rep x as Attr, oper in p end ist derselbe wie

von p:
rep x as Attr,operinpend : Tran ST

Ist die Repriasentation Attr, oper eines Objektes x bekannt, werden mit push x as
Attr, oper seine Attribute dem aktuellen Zustandsraum hinzugefiigt. Mit pop x as
Attr, oper wird ein neues Objekt mit der gegebenen Reprisentation und den

Attributen aus dem aktuellen Zustandsraum erzeugt.

Definition (push und pop von Attributen). Es sei Pub ein Verbundtyp, Attr =
(attr : A) ein Untertyp von Pub und Meth : * — =. Es sei x eine Programmvariable
vom Typ Object Pub Meth.

push x by Attr, oper =
x — attr :[attr' * x = MakeObject Pub ((attr — attr'), oper)]
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pop x by Attr, oper =
attr — x := MakeObject Pub ((attr — attr), oper)

Die Anweisung push x by Attr, oper erwartet, dall x tatsachlich die Reprisenta-
tion Attr, oper hat. Falls dies nicht der Fall ist, ist sie miracle. Fiir die Typen von
push und pop wie oben gilt:

push x by Attr,oper : Tran (x : Object Pub Meth) Attr
pop x by Attr,oper : Tran Attr (x : Object Pub Meth)

Satz (Aufheben von push und pop). Es sei x eine Programmvariable vom Typ
Object Pub Meth, es sei Attr < Pub und oper : Meth Attr. Dann gilt:

pop x by Attr, oper ; push x by Attr, oper = skip

Beweis.

pop x by Attr, oper ; push x by Attr, oper
= «pop, push»

attr — x := MakeObject Pub ((attr — attr), oper) ;

x — attr :[attr' * x = MakeObject Pub ((attr — attr'), oper)]
= «Sequentielle Komposition von Zuweisungen, Logik»

attr — attr :[attr' * attr = attr']
= «skip»

skip

Ein Methodenaufruf lauft in mehreren Schritten ab:

(1) Das Objekt wird geoffnet und seine Reprasentation bestimmt.
(2) Der Zustandsraum wird um die Attribute des Objektes erweitert.

(3) Die Methode wird im erweiterten Zustandsraum aufgerufen, Wert- und
Resultatparameter werden wie bei Prozeduren iibergeben.

(4)  Der gednderten Attribute aus dem Zustandsraum werden wieder in das
Objekt gepackt.

Definition (Methodenaufruf). Es sei Pub ein Verbundtyp, Meth : * — * und x
eine Programmvariable vom Typ Object Pub Meth.
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x.m ()=
rep x as Attr, oper in
push x by Attr, oper ;
oper.m ;
pop x by Attr, oper
end

Der Typ von x.m () ist der Typ des Feldes m in Meth (). Zu beachten ist, daf} der
Typ von oper.m von der Form Tran (Attr ® (val : V)) (Attr @ (res : R)) ist. Die
Attribute Attr existieren also nach dem eigentlichen Aufruf der Methoden und
konnen somit durch pop wieder in das Objekt x gepackt werden. (Es wéiren aber
auch Verallgemeinerungen dahingehend denkbar, dafl ein Methodenaufruf die
Methoden oder auch den Typ der Attribute und Methoden &dndert.) Um die
Schreibweise von Methodenaufrufen von der Feldselektion zu unterscheiden,

werden Klammern hinter dem Methodenaufruf geschrieben.

Parametrisierte Methodenaufrufe werden gleich behandelt wie parametrisierte
Prozeduraufrufe. Beispielsweise ist

ptl.set () : Tran (ptl : ColPoint, x : Int,y : Int) (ptl : ColPoint)
ptl.get () : Tran (ptl : ColPoint) (ptl : ColPoint, x : Int,y : Int)

Es gilt:

ptl.set (8,9)
= «parametrisierter Prozeduraufruf>»

enter x,y : Int, Int ;x,y := 8,9 ; ptl.set()
Aullerdem gilt:

a, b :=ptl.get ()
= «parametrisierter Prozeduraufruf»

ptlget);a,b:=x,y;exitx,y

Eine Attributselektion x.a ist von dem Typ des selektierten Attributes. Sie kann
deshalb iiberall stehen, wo ein Wert dieses Typs erwartet wird, beispielsweise
auf der rechten Seite einer Zuweisung oder in der Bedingung einer Verzweigung:

if pt1.color = blue then ... else ... end
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Ein Methodenaufruf x.m() ist vom Typ eines Pradikatentransformers. Eine Ver-
zweigung der Art if pt1.get() = (7,13) then ... else ... end ist deshalb nicht méglich.
Fir eine Verzweigung mit dieser Intention mifite zuerst das Resultat von
ptl.get() Hilfsvariablen zugewiesen werden, die dann in der Bedingung der
Verzweigung vorkommen konnen. Um in diesen Situationen eine einfache

Formulierung zu ermoglichen, werden 6ffentliche Attribute zugelassen.

Der Methodenaufruf pt1.get() ist vom Typ eines Pradikatentransformers, weil er
auch die privaten Attribute d4ndern kann. Eine Alternative wére, zwei Arten von
Methoden zu betrachten: rein lesende Methoden und Methoden, die sowohl lesen
als auch dndern konnen. Dann konnten rein lesende Methoden in Bedingungen
aufgerufen werden. Diese Alternative wird bereits in (Hoare, 1972) verworfen,
weil es auch sinnvoll ist, lesende Methoden in solche, die sowohl lesen als auch
schreiben, zu verfeinern (und bei der Verfeinerung der Typ der Methoden gleich
bleiben muf}). Ein Beispiel hierfiir ist das Suchen eines Elementes in einer ein-
fach verketteten Liste, bei dem das gefundene Element an den Anfang der Liste

gestellt wird, damit das Suchen haufig benutzter Elemente beschleunigt wird.

4.3 Untertypisierung von Objekten

Die Untertyprelation von F;” fiihrt auch zu Monotonie-Eigenschaften bei Objekt-
typen: beispielsweise fiihrt eine Untertypisierung der 6ffentlichen Attribute zu
einer Untertypisierung der Objekttypen.

Satz (Untertypisierung von Attributen). Es seien Pub und Pub' Verbundtypen
und Meth : = — %, Dann gilt:

E + Pub' < Pub
E + Object Pub' Meth < Object Pub Meth

Beweis. Mit der Regel <=—existentieller Typ (siche Anhang) und der Definition von
Object gilt:

E F Pub' < Pub

E + (S Attr <: Pub' * Attr x Meth Attr) < (3 Attr <: Pub * Attr x Meth Attr)

E + Object Pub' Meth < Object Pub Meth
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Es sei beispielsweise

Point = Object () PointMeth .
Wegen ColAttr < () gilt

ColPoint < Point .

Anweisungen sind, analog zu Funktionen, beziiglich Untertypisierung kontra-

variant im ersten Argument und kovariant im zweiten Argument.

Satz (Untertypisierung von Pradikatentransformern). Es seien S, S', T, T"' Typen.
Dann gilt:

EtS<S'" ErT'=<T

EtTranS'T'<Tran ST

Beweis. Mit den Regeln <—Reflexivitdt und <—Funktionstyp und der Definition von
Pred und Tran gilt:

E+S=<S" E+T'=<T

E+S<S'" EtBool<Bool E+T'<T

Et+S" —Bool<S—Bool EFT-—Bool=<T'— Bool
EtPredS'sPredS EV PredT < Pred T

Et Pred T'— Pred S'<Pred T'— Pred S

Et+Tran S'T'<sTran ST

Die Untertypisierung von Kreuzprodukten ist durch die Untertypisierung der
Argumente gegeben, d. h.:

EtS'<S ErT'=<T

ErS' xT'<SxT

(Diese Regel 148t sich aus der Kodierung von Kreuzprodukten in ,minimalem®
F;‘) ableiten, siehe z. B. (Curien & Ghelli, 1992)).

Die Untertypisierung von Typoperatoren ist definiert durch die punktweise Er-
weiterung, d. h. fur K, K': * — = bedeutet K' < K, dall K' T' < K T fiir alle Typen T.
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Die Untertypisierung der Methoden eines Objekttypes fiihrt zu der Untertypisie-
rung des Objekttypes in folgendem Sinne:

Satz (Untertypisierung von Methoden). Es sei Pub ein Verbundtyp und Meth',
Meth Typoperatoren der Art = — =, Dann gilt:

E + Meth' < Meth

E + Object Pub Meth' < Object Pub Meth

Beweis. Mit der obigen Untertypisierungsregel fiir Kreuzprodukte, der Regeln <—
existentieller Typ und der Definition von Object gilt:

E +F Meth' < Meth

E + Meth' Attr < Meth Attr

E + Attr x Meth' Attr < Attr x Meth Attr

E + G Attr <: Pub * Attr x Meth' Attr) < (O Attr <: Pub * Attr x Meth Attr)

E + Object Pub Meth' < Object Pub Meth

Es sei beispielsweise:

MoveablePointMeth = (A Attr *
(set : Tran (Attr ® (x : Int, y : Int)) Attr,
get : Tran Attr (Attr @ (x : Int, y : Int)),
move : Tran (Attr @ (dx : Int, dy : Int)) Attr))
MoveablePoint = Object () MoveablePointMeth

Offensichtlich gilt MoveablePointMeth < PointMeth. Daraus folgt mit dem obigen
Satz:

MoveablePoint < Point

Verkniipft mit der Untertyprelation ist die Subsumptionsregel. Fiir Objekttypen
S, T besagt sie, daf3 ein Objekt vom Typ S auch ein Objekt vom Typ T ist, falls S
ein Untertyp von T ist. So gilt mit pt1 wie oben:

Colored = object color : Int end
ptl : Colored
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Ein Objekt eines Untertyps kann immer als Parameter tibergeben werden, wenn
ein Objekt eines Objekttyps erwartet wird. Ein Beispiel hierfiir ist:

isblack = (M cl: Colored * cl.color = black)
isblack pt1 = false

Dies bedeutet insbesondere, dafl ein Objekt eines Untertyps an eine Programm-
variable eines Obertyps zugewiesen werden kann. Es sei pt eine Programmva-

riable vom Typ Point:
pt:=ptl : Tran (pt: Point) (pt : Point)

Zu bemerken ist, dal} in F:) nicht zwischen ,,dynamischem® und ,statischem® Typ
unterschieden wird. Der (kleinste) Typ ist immer statisch bestimmbar. Im obigen
Beispiel besagt dies, dal3 das Attribut color von pt nach der Zuweisung nicht
selektierbar ist, auch wenn pt dieses Attribut besitzt.

Die allgemeine Untertypisierungsregel fiir Objekte ergibt sich aus der Kombina-
tion der Regeln fiir die Untertypisierung von Attributen, Pradikatentransfor-
mern und Methoden. Sie besagt, dall zwei Objekttypen in einer Untertyprelation
stehen, falls

(1) alle offentlichen Attribute des Obertyps auch o6ffentliche Attribute des
Untertyps sind;

(2) die Typen der gemeinsamen Attribute in einer Untertyprelation stehen;

(3) alle Methoden des Obertyps auch Methoden des Untertyps sind mit den
gleichen Anzahl und gleichen Namen der Wert- und Resultatparameter;

(4) die Typen der sich entsprechenden Wertparamter in einer Obertyprelation

stehen (Kontravarianz);

(5) die Typen der sich entsprechenden Resultatparameter in einer Untertyp-

relation stehen (Kovarianz).

Dies wird durch folgenden Satz ausgedriickt. Zur einfacheren Schreibweise steht
fir gleich lange Listen S, T von Typen der Ausdruck S =< T fiir die Untertypisie-
rung der entsprechenden Elemente der Listen.
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Satz (Untertypisierung von Objekten). Es seien m1, ...mi, ...mj Namen, es seien
pub, pub', vl, ...vi, ...vj,rl, ...ri, ...rj Listen von Namen und V1, ...Vi, R1, ...Ri,
Wi, .. Wi, ..., Wj,S1, ..., Si,...Sj Listen von Typen. Dann gilt:

Et+rP<Q ErVI<WI ... E+tVisWi E+SI<Rl1 .. EFrSi<Ri

E Fobject pub : Q, pub' : Q',m1 (vl : WIl)rl :S1, ...,
mi (vi: Wi)ri:Si,...,mj (vj: Wj)rj:Sjend <
object pub : Q, m1 (vl :VI1)rl :R1,...,mi (vi:Vi)ri:Riend

Beweis. Der Satz folgt unmittelbar aus den vorangegangenen drei Siatzen.

Es ist bekannt, daB3 die Kontravarianz-Regel in vielen praktischen Fillen zu
restriktiv ist. Sie ist jedoch notwendig, um statische Typisierung zu erreichen. In
(Weber, 1992) wird gezeigt, wie sie in gewissen Féllen gelockert werden kann. In
Abschnitt 4.5 wird diskutiert, dafl dem Kontravarianz-Problem hier Rechnung
getragen wird, indem nur fiir Untertypisierung nicht aber bei Vererbung Kontra-

varianz gefordert wird.

4.4 Parametrisierung

In diesem Abschnitt wird gezeigt, welche Arten der Parametrisierung von Funk-
tionen, Prozeduren und Typen in Verbindung mit Untertypisierung ausdriickbar

sind und wie diese eingesetzt werden konnen.

Funktionen, die Werte liefern, konnen sowohl mit Werten als auch mit Typen
parametrisiert sein. Zur einfacheren Schreibweise werden lokale Funktionsde-

klarationen eingefiihrt:

Definition (Funktionsdeklaration mit Wert- und Typparameter). Es seien e, [
Ausdriicke und V, T Typen.

wal h[A<<TIw:V)=e*f) = fIINA<T*(Av:V=<e))/h]

Dabei ist e der Rumpf der Deklaration und fder Giiltigkeitsbereich. Die Schranke
T kann weggelassen werden, falls sie der grofite Typ TYPE ist.
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Beispiele fiir die Parametrisierung mit Werten sind (unter Weglassung des
Gultigkeitsbereiches der Deklaration):

val isblack (cl : Colored) = (cl.color = black)
val darker (cl0 : Colored, cl1 : Colored) =
if cl0.color < cll.color then cl0 else cl1 end

Die Subsumptionsregel 148t die Anwendung dieser Funktion auf Objekte vom

Typ ColPoint zu:

pt0 = {xcoord— 1, ycoord— 9 * color — black; set — ..., get > ...}
isblack (pt0) = true
darker (pt0, pt1) = {color — black)

Das Resultat der letzten Zeile kommt zustande, weil der Resultattyp von darker
gleich dem der formalen Parameter c/0 und cl1 ist, also Colored. Der Typ von pt0
und pt1 geht bei der Anwendung ,,verloren®. Alternativ dazu kann die Funktion

zusétzlich mit einem Typ parametrisiert werden:

val Darker [C <: Colored] (cl0 : C,cll : C) =
if cl0.color =< cll.color then clO else cl1 end

Dann gilt:
Darker [ColPoint] (pt0, pt1) = ptO

Die eckige Klammer um ColPoint dient nur der besseren Lesbarkeit, sie hat
keine Bedeutung. Analog zur Parametrisierung von Funktionen mit Typen

lassen sich auch Prozeduren mit Typen parametrisieren.

Definition (Prozedurdeklaration mit Typ-, Wert- und Resultatparameter). Es
seien q, r Pradikatentransformer, val, res Listen von Programmvariablen, T ein

Typ und V, R Listen von Typen.

(procn[A<:T](wal :V)res:R=r-*q) =
ql(NA <: T *enterres: R ; r ;exit val : V)/n]

Die Schranke T wird weggelassen, falls sie der grofite Typ TYPE ist.
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Es sei beispielsweise der Typ der grafischen Objekte, die sich verschieben lassen,
gegeben durch:

Moveable = object move (dx: Int, dy: Int) end
Falls die Prozedur Duplicate deklariert ist mit

proc Duplicate [M <: Moveable]l (m : M, dx : Int,dy : Int)d : M =
d :=m ; d.move (dx, dy)

und mpt, mpt' Programmvariablen vom Typ MoveablePoint sind, ist eine zulés-

sige Anwendung von Duplicate:
mpt' := Duplicate [MoveablePoint] (mpt, 20, 20)

SchlieB3lich ist die Parametrisierung von Typen durch Typen moglich.

Definition (Typdeklaration mit Typparameter). Es sei K eine Art, T ein Typ und
e ein Ausdruck.

(type BIA:K|=T°*e) = e[AA:K*T)/B]

Falls die Art des Typparameters * ist, kann sie weggelassen werden. Ein Beispiel

hierfiir ist:

type Labelled [E] = (cont: E, label : String)
type LPoint = Labelled [Point]

4.5 Klassen

Eine Klasse beschreibt Objekte, die die gleiche interne Struktur haben, d.h.
Objekte eines Typs, mit den gleichen Methodenriimpfen und Attributen. Klassen

werden auf zwei Arten verwendet:

(1) Eine Klasse dient als Vorlage zum Erzeugen von Objekten;

(2) Eine Klasse kann aus einer bestehenden mittels Vererbung entstehen.

Der erste Punkt legt nahe, eine Klasse als ein initiales Objekt aufzufassen. Das
initiale Objekt induziert eine Menge von Objekten, die mittels Methodenaufruf
von dem initialen Objekt erreichbar sind. (Intuitiv wird oft unter einer Klasse
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diese Menge verstanden). Der zweite Punkt macht es notwendig, die Attribute
und Methoden einer Klassen offenzulegen, damit sie bei Vererbung benutzt und
gedndert werden konnen. Eine Klasse ist deshalb gegeben durch das Paar der
initialen Werte der Attribute und der Methodenriimpfe. Somit ist eine Klasse ein
Wert. Beispielsweise ist die Klasse PointClass von Punkten, die initial im Ur-

sprung liegen, gegeben durch:

PointClass =
((xcoord — 0,
ycoord — 0),
(set — xcoord, ycoord :=x,y ;exit x,y,

get — enter x,y ; x,y = xcoord, ycoord))
Ein konventionellere Schreibweise fiir diese Klasse ist:

PointClass =
class
xcoord : Int := 0,
ycoord : Int := 0;
set (x : Int,y :Int) = xcoord, ycoord :=x,Yy,
get Ox :Int,y:Int = x,y:=xcoord, ycoord
end

Klassen haben, genau wie alle anderen Werte einen Typ. Die Funktion Class
erzeugt einen Klassentyp aus den Typen der Attribute und Methoden.

Definition (Klassentypkonstruktor).

Class = (A Attr * (A Meth : = — = * Attr x Meth Attr))

Die Funktion Class ist von der Art * — (* — ) — *, Beispielsweise gilt:
PointClass : Class PointAttr PointMeth

Mit der Funktion make lassen sich Objekte einer Klasse erzeugen. Es werden nur
Klassen betrachtet, bei denen alle Attribute zu privaten Attributen der Objekte
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werden. D. h. die Funktion make entspricht der Funktion MakeObject, nur dall
die 6ffentlichen Attribute vom leeren Verbundtyp () sind 3.

Definition (Objektkonstruktor von Klasse). Es sei ¢ : Class Attr Meth eine Klasse.

make c = MakeObject () c

Der Typ von make ist Class Attr Meth — Object () Meth. Falls pt eine Programm-
variable vom Typ Point ist, 148t sich ein neues Objekt der Klasse PointClass

erzeugen durch:
pt := make PointClass

Eine Klasse kann durch Vererbung inkrementell modifiziert werden. Dazu wird
eine Funktion modify definiert. Sie nimmt als Parameter die urspriingliche
Klasse und ein Inkrement. Das Inkrement gibt die neuen Attribute und die neuen
Methoden an, wobei die neuen Methoden iiber den neuen und urspriinglichen
Attributen sein konnen.

Definition (Inkrementelle Modifikation). Es sei ¢ = (init, oper) eine Klasse und m
= (init', oper') ein Inkrement mit den Feldern init' disjunkt zu denen von init.

modifycm = (init @ init', oper @ oper")

Der Typ von modify ist:

modify :
Class Attr Meth —
Class Attr' Meth' — Class (Attr @ Attr') (Meth ® Meth')

Die Klasse MoveablePointClass der Punkte, die eine zusitzliche Methode zum
Verschieben hat, 148t sich durch inkrementelle Modifikation aus der Klasse

PoinitClass ableiten.

3Dies ist keine prinzipielle Einschrinkung, weil ein oéffentliches Attribut immer durch ein
privates Attribut mit entsprechenden set und get Methoden umschrieben werden kann. Diese
Umschreibung ist fiir die Verfeinerung von Klassen (Kapitel 5) sinnvoll, denn ein privates
Attribut kann in einer verfeinerten Klasse anders reprisentiert werden, wihrend ein o6ffentliches
Attribut nicht verfeinert werden konnte.
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MoveablePointClass =
modify PointClass
(), (move —

xcoord, ycoord = xcoord + dx, ycoord + dy ; exit dx, dy))
Eine konventionellere Schreibweise hierfir ist:

MoveablePointClass =
class (PointClass)
move (dx : Int,dy : Int) =
xcoord, ycoord := xcoord + dx, ycoord + dy
end

Beim Erben von einer Klasse konnen die Attribute und Methoden beliebig geén-
dert werden. Objekte der entstehenden Klasse sind nicht notwendigerweise von
einem Untertyp der urspriinglichen Klasse. Ein Beispiel hierfiir ist die Modifika-
tion der Klasse PointClass zu 3D Punkten:

Point3DClass =
class (PointClass)
zcoord : Int = 0;
set (x : Int,y : Int,y :Int) = xcoord, ycoord, zcoord :=x,Y, z,
get Ox :Int,y:Int,y :Int = x,y,z:=xcoord, ycoord, zcoord
end

Vererbung kann also liberaler als in den meisten Programmiersprachen zur Kon-
struktion von Klassen eingesetzt werden. Trotzdem ist Typsicherheit garantiert.
Dies ist durch die Trennung von Vererbung und Untertypisierung moglich. Wie
in (Weber, 1992) beobachtet wird, konnen zwei Arten der Benutzung von Verer-
bung in Programmiersprachen unterschieden werden: Die eine dient der Inte-
gration von Subsystemen (Sammlung von abhéingigen Klassen) in eine beste-
hende Umgebung; die andere dient der Adaption einer generellen Problemlésung
fiir spezielle Bediirfnisse. In dem Ansatz dieser Arbeit dient die Untertypisierung

(von Typen) dem ersten Zweck und die Vererbung (von Klassen) dem zweiten
Zweck.

Ein Objekt heilit Instanz einer Klasse c, falls das Objekt die gleichen Methoden
und Attributtypen wie ¢ hat. Der Klassentest e is ¢ ist wahr, falls e Instanz der
Klasse c ist.
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Definition (Klassentest). Es sei ¢ = (init, oper) eine Klasse vom Typ Class Attr
Meth und e ein Ausdruck vom Typ Object () Meth.

(eisc) = (I state: Attr * e = make (state, oper))

Es sei zum Beispiel ein Objekt mpt gegeben durch:

mpt = {xcoord — 9, ycoord > 4 *
set — xcoord, ycoord :=x,y ; exit x,y,
get — enter x,y ; x,y = xcoord, ycoord,

move + xcoord, ycoord := xcoord + dx, ycoord + dy ; exit dx, dy)

Das Objekt mpt ist vom Typ MoveablePoint und aufgrund der Subsumptionsregel
auch vom Typ Point, weil MoveablePoint < Point. Das Objekt mpt ist eine Instanz
der Klasse MoveablePointClass:

mpt is MoveablePointClass

Es gilt aber nicht, daBl mpt eine Instanz von PointClass ist. Eine Instanz einer
Klasse muf3 von genau dieser Klasse sein, eine Subsumptionsregel auf Klassen
gibt es nicht. (In Sprachen wie Oberon ist der Test x is ¢ ein Typtest, kein Klas-

sentest.)

Klassen lassen sich, wie alle Werte, mit Werten und Typen parametrisieren.

Beispiel (Warteschlangen). In einer Warteschlange lassen sich Elemente einfii-
gen und wieder entnehmen. Die einfachste Form der Warteschlange garantiert
keine Fairnef} bei der Reihenfolge des Ein- und Ausganges sondern lediglich, daf3
keine Elemente verloren gehen und dupliziert werden. Sie wird definiert als eine
Klasse mit einer Multimenge (,,bag®) als Attribut. Dabei ist

()  dieleere Multimenge,

(x)  die Multimenge bestehend aus x,

b + ¢ die Addition der Multimengen b und c,

b - ¢ die Subtraktion der Multimenge ¢ von b,

x € b das Enthaltensein von x in der Multimenge b,
#b  die Anzahl der Elemente in der Multimenge b.

Die Klasse Queue ist eine abstrakte Klasse mit einem generischen Parameter.
Die Anweisung error steht fiir eine geeignete Fehlerbehandlung:
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val Queuelltem] =

class
q : bag of Item := ( );
enqueue (i : Item) = q:=q + (i),
dequeue ()i :Item = ifq#()theni:[i' i €Eql;q:=q- )

else error end,

empty )e:Bool = e:=(q={())

end

Die Klasse PriorityQueue stellt eine Variante von Warteschlangen dar, bei der
die Elemente nach einer fixen Prioritdt entnommen werden. Diese Prioritat wird

als offentliches Attribut der Elemente angegeben:

type OrderedItem = object key : Int end

val PriorityQueue [Item <: OrderedItem] =
class (Queue [Item])

dequeue ()i : Item =
if g # () then
it G'eqg) A (Vux:Item * (x €Eq) = (i'"key <x.key))];
q:=q- )
else error end

end

Die Klasse BoundedPriorityQueue ist eine Warteschlange mit begrenzter Anzahl

von Elementen:

val BoundedPriorityQueue [Item <: OrderedItem] (max : Int) =
class (PriorityQueue [Item])
enqueue (i : Item) = {#q <max};q :=q +{)

end

Eine Warteschlange mit begrenzter Anzahl von Elementen kann mit Hilfe eines
Feldes implementiert werden. Ein Feld

a:array nof T

ist eine indizierte Sequenz fester Lange mit folgenden Konstruktoren und Selek-

toren:

leg, ..., el Feld mit Komponente ey, ..., e,
[e]” Feld der Lange n mit allen Komponenten e
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ali] selektiert Komponente i vom Typ T'falls 0 <i<n
ali — e] modifiziert a an Stellei zuefallsO<i<n

Zuweisungen von Feldkomponenten und an Feldkomponenten haben folgende
spezielle Semantik:

x:=ali] = x:x'*O0=si<n)A ' =alil)]
Zuweisung von Feldkomponente
alil:=e = a:la'*0O=<si<n)A(a' =ali—e]l

Zuweisung an Feldkomponente

Die Elemente werden in dem Feld in der Reihenfolge des Einfiigens abgelegt.
Beim Entnehmen wird das Element mit der kleinsten Prioritdt gesucht und
durch den letzten Eintrag im Feld ersetzt (die Initialisierung des Feldes wird

weggelassen, weil sie irrelevant ist):

val ArrayPriorityQueue [Item <: OrderedlItem] (max : Int) =
class
a : array max of Item,
n :Int := 0;
enqueue (i : Item) = aln]l:=i;n:=n+1,
dequeue ()i : Item =
if n # 0 then
var h,p :=0,1"°
while p <n do
if alhl.key <alpl.key then h :==pend;p :=p+1
end
i:=alh]l;n:=n-1;alh]:=aln]
else error end,
empty )e:Bool = e:=(n=0)
end

Zu beachten ist, dal} fiir beliebigen Typ Item < OrderedItem und ganzer Zahl max
die Instanzen der Klassen

Queuelltem]
PriorityQueue [Item]

BoundedPriorityQueue [Item] (max)

ArrayPriorityQueue [Item] (max)

alle vom gleichen Typ sind, ndmlich:
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object enqueue (i : Item), dequeue () i : Item, empty () e : Bool end

Dies ist unabhéingig davon, wie die Klassen durch Vererbung konstruiert sind.
Das bedeutet, daf3 sich Instanzen dieser Klassen aneinander zuweisen lassen. Es
kann dabei nie zu Fehlern wie ,message not understood” fithren. Trotzdem ist
dabei zu beachten, dall Objekte ein ,kompatibles Verhalten haben kénnen oder
nicht. Beispielsweise verhalten sich Instanzen der Klasse ArrayPriorityQueue so
wie Instanzen der Klasse BoundedPriorityQueue, aber nicht wie PriorityQueue.
Das bedeutet, dall die Benutzung einer Instanz von ArrayPriorityQueue statt
einer Instanz von PriorityQueue zwar typkorrekt ist aber im folgenden zu einem
Uberlauf fithren kann. Dies fithrt zu der Forderung der Klassenverfeinerung,
wie in Kapitel 5 definiert.

In diesem Beispiel haben, der Terminologie von (Riiping, et al., 1993) folgend
Queue, PriorityQueue und BoundedPriorityQueue die Rolle von (parametrisier-
ten) Schnittstellenklassen, ArrayPriorityQueue hat die Rolle einer Implemen-
tierungsklasse. Die Rolle von Orderedltem, in (Riiping, et al., 1993) als Konzept-
klasse bezeichnet, wiirde man hier Konzepttyp nennen. Die Unterscheidung der

Rollen sind ein Kriterium beim Entwurf von Klassen bzw. Typen.

4,6 Transformation von Methodenaufrufen

Das Problem bei der Verifikation und Verfeinerung von Anweisungen mit
Methodenaufrufen, ist dafl ein Methodenaufruf z :=x.m (e) nicht transformiert
werden kann, wenn nur der Typ von x bekannt ist. Hierzu mul} zuséatzlich be-
kannt sein, von welcher Klasse das Objekt x Instanz ist. Im folgenden wird eine
Moglichkeit gezeigt, Methodenaufrufe aufzulosen, falls die Klasse des Objektes
durch eine Annahme gegeben ist.

Satz (Auflosen von rep). Es sei ¢ = (init, oper) eine Klasse vom Typ Class Attr
Meth und x eine Programmvariable vom Typ Object () Meth und p ein Pradika-

tentransformer. Dann gilt:

[x is c] ;rep x as At, op in p end

=[x is c] ; p[Attr/At, oper/op]
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Beweis. Es sei Tran ST der Typ von p. Fiir beliebiges Zustandspriadikat
p : Pred T und beliebigen Zustand o: S gilt:

([x is c] ;rep x as At,op in p end) f O
= «Sequentielle Komposition, Annahme mit booleschem Ausdruck»
[Ao:S *eval (xisc) ol (repxas At,op in p end B) o
= «Annahme, eval, Implikation»
(oxisc)=repxasAt,opinpend p o
= «s, rep, make, st neuer Bezeichner»
(3 state : Attr * ox = pack (state, oper) by Attr as Object () Meth)
= open o.x as Attr by st, op :Attr, Meth Attr in p 8 cend
= «Logik, pack-open-Reduktion»
(V state : Attr * o.x = pack (state, oper) by Attr as Object () Meth
= (p B o)lAttr/A, state/st,oper/op])
= «Logik, make, is, st nicht frei inp § o»
(oxisc) = (p B olAttr/A, oper/op]
= «Implikation, eval, Annahme»
([n 0: 8 *eval (x is c) ol (p PlAttr/A, oper/opl) o
= «Annahme mit booleschem Ausdruck, Sequentielle Komposition»
([x is c] ; plAttr/A, oper/opl) B o

Satz. Es sei x eine Programmvariable vom Typ Object () Meth und ¢ = ((attr
— init), oper) eine Klasse vom Typ Class Attr Meth. Dann gilt:

(1)  push x by Attr, oper = [x is c] ; push x by Attr, oper is—push
(2)  pop x by Attr, oper = pop x by Attr, oper ; [x is c] 1S—pop

Beweis. Der Satz folgt direkt aus den Definitionen von push bzw. pop und aus

Sequentielle Komposition von bosartigen Zuweisungen mit Annahmen.

Satz (Auflosen von Methodenaufrufen). Es sei e eine Liste von Ausdriicken, z eine
Liste von Programmvariablen, x eine Programmvariable vom Typ Object Pub

Meth und es sei ¢ = (state, oper) vom Typ Class Attr Meth. Dann gilt:

[xiscl;z:=x.m ) =
push x as Attr, oper ; z .= (oper.m) (e) ; pop x as Attr, oper
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Beweis.

[xiscl;z :=x.m(e)
= «Methodenaufruf»

[x is c] ;rep x as At, op in push x by A, op ; op.m ; pop x by A, op end
= «Auflésen von rep, Substitution»

[x is c] ; push x by Attr, oper ; oper.m ; pop x by Attr, oper
= «is—push»

push x by Attr, oper ; oper.m ; pop x by Attr, oper

Fur die praktische Anwendung dieses Satzes ist es notwendig, die Klassenzuge-
horigkeit [x is c] an den jeweiligen Stellen im Programm zu kennen. Folgender
Satz zeigt, wie diese Information erzeugt und weitergeleitet werden kann.

Satz (Propagieren von Klassenzugehorigkeit). Es sei x eine Programmvariable
vom Typ Object () Meth und c : Class Attr Meth. Dann gilt:

(1) enterx :=makec = enterx:=makec;[xisc]

(2) [xiscl;z:=xm(e) = [xiscl;z:=x.m(e);[xisc]

Beweis. Fiir (1) gilt:

enter x := make c ; [x is c]

= «Sequentielle Komposition von Zuweisungen (1)»
[(make c) is c] ; enter x := make c

= «make, is, true—Annahme, ;—skip»

enter x := make ¢
Fur (2) gilt:

[xiscl;z:=x.m(e)
= «Auflosen von Methodenaufrufen»

push x as Attr, oper ; z .= (oper.m) (e) ; pop x as Attr, oper
= «is—pop, Auflosen von Methodenaufrufen»

[xiscl;z:=x.m(e);[xisc]

Beispielsweise sei mpt eine Programmvariable vom Typ MoveablePoint wie
frither. Dann gilt fiir beliebige x1, x2, y1, y2 vom Typ Int,
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[mpt is MoveablePointClass] ; mpt.move (x1 + y1) ; mpt.move (x2 + y2) =
[mpt is MoveablePointClass] ; mpt.move (x1 + x2,y1 +y2) .

(Ohne die Annahmen iiber die Klasse von mpt gilt die Gleichung nicht!)

Es sei mptoper der Verbund der Methoden der Klasse MoveablePointClass:

mptoper =
(set — xcoord, ycoord :=x,y ; exit x,y,
get — enter x,y ; x,y = xcoord, ycoord,

move — xcoord, ycoord = xcoord + dx, ycoord + dy ; exit dx, dy) .
Obige Gleichung wird wie folgt nachgewiesen:

[mpt is MoveablePointClass] ; mpt.move (x1 + y1) ; mpt.move (x2 + y2)
= «Propagieren von Klassenzugehorigkeit (2)»
[mpt is MoveablePointClass] ; mpt.move (x1 + y1) ;
[mpt is MoveablePointClass] ; mpt.move (x2 + y2)
= «Auflosen von Methodenaufrufen, Aufheben von push und pop»
push mpt as PointAttr, mptoper ;
xcoord, ycoord := xcoord + x1, ycoord + y1 ;
xcoord, ycoord := xcoord + x2, ycoord + y2 ;
pop mpt as PointAttr, mptoper
= «Zusammenfassen von Zuweisungen»
push mpt as PointAttr, mptoper ;
xcoord, ycoord := xcoord + x1 + x2, ycoord + y1 +y2 ;
pop mpt as PointAttr, mptoper
= «Prozeduraufruf, Auflésen von Methodenaufrufen»
[mpt is MoveablePointClass] ; mpt.move (x1 + x2,y1 + y2)

4.7 Objektidentitiaten

Objekte konnen beim Erzeugen mit einer eindeutigen Identitdt oder Referenz
versehen werden, unter der auf sie zugegriffen werden kann. Dies ist bei der
objektorientierten Modellierung eine natiirliche Situation: Beispielsweise kann
sich der Name oder die Adresse einer Person dndern, nicht aber ihre Identitat.
Das Referenzieren eines Objektes erfolgt immer beziiglich eines (ggf. impliziten)

Universums, in dem sich das Objekt befindet.
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In (Utting, 1992) werden Referenzen mit Zeigern (Luckham & Suzuki, 1979)
gleich gesetzt. Der Ansatz hier basiert auf einer einfachen, abstrakten Formali-
sierung durch Funktionen hoherer Stufe. Referenzen sind dabei Werte, die, wie
andere Werte, als Parameter iibergeben und kopiert werden konnen.

Fir jeden Typ T wird dazu die Existenz einer unendlichen Menge von Referenzen
auf Objekte des Typs T angenommen. Diese Menge wird als Ref T bezeichnet. Die
Funktion 7 T bildet Referenzen von Objekten des Typs T auf die Objekte ab:

UT:RefT—T

Die Funktion 7/ T stellt das Universum der Objekte des Typs T'. Initial existieren
keine referenzierbaren Objekte des Typs 7. Dies wird modelliert, indem die
Funktion 7/ T so initialisiert wird, daB} sie ,,undefinierte“ Objekte liefert. Es sei T}
ein ausgezeichnetes Objekt vom Typ 7', z. B. bei dem alle Methoden miracle sind.
Die Initialisierung von 7/ T ist dann

UT:=(\id:RefT* Ty .

Die Eintrdage in 7/ T, die nicht auf Ty abbilden, stellen die Extension der Objekte
des Typs T dar, d. h. die Menge aller referenzierbaren Objekte vom Typ 7.

Die Anweisung x := new c erzeugt ein neues Objekt der Klasse ¢ und weist x seine
Referenz zu. Dazu wéahlt die Anweisung aus den noch nicht benutzen Referenzen
eine aus — die Auswahl eines Elementes aus einer nicht-leeren Menge ist durch
das Auswahlaxiom sichergestellt. Sodann wird die Funktion 7 T so modifiziert,
daf} sie unter x das neue Objekt liefert. In der Definition von new wird der
bedingte Ausdruck if b then e else f end mit der iiblichen Bedeutung verwendet:

Definition (Objekterzeugung). Es sei ¢ eine Klasse mit Instanzen vom Typ T und

es sei x eine Programmvariable vom Typ 7"

x:=newc =
x:=somef{id :Ref T | («T)id = Ty} ;
2T :=(\Nid:Ref T *ifid =x then make celse (U T) id end)

7/ T ist eine (implizite) Programmvariable in jedem Programm, das Objektrefe-
renzen vom Typ Ref T erzeugt, d. h.:

x:=newc : Tran x:T,UT:RefT—T)x:T,UT:RefT—T)
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Falls x eine Referenz auf ein Objekte ist, ist x—m() ein (parameterloser) Metho-
denaufruf, bei dem zuerst das Objekt unter der Referenz x bestimmt wird bevor
die Methoden m aufgerufen wird.

Definition (Methodenaufruf mit Referenz). Es sei x eine Programmvariable vom
Typ Ref T und m eine Methode des Objekttyps 7"

x—m() =
(varh =(UT)x *
h.m();
UT:=(\Nid:Ref T *ifid =xthen helse (7 T)id end))

Parametrisierte Methodenaufrufe mit Referenz werden analog auf parameterlose
Methodenaufrufe zuriickgefithrt wie bei normalen Methodenaufrufen.

7/ T ist eine (implizite) Programmvariable in jedem Programm mit Methodenauf-
rufen von Objektreferenzen vom Typ Ref T, d.h. falls die Methode m auf keine

globalen Variablen zugreift, ist der Typ von x—m():
x—=m() : Tran(x:T,UT:Ref T—=T)x:T,UT:Ref T—T)

Die Konsequenz dieser Typisierung ist, daf} fiir zwei Objektreferenzen x, y vom
gleichen Typ im allgemeinen

x—=m() ;y—=m() = y—=m() ;x—m()

nicht gilt, weil x—=m() und y—=m() nicht unabhingig sind (beide haben 7/ T in
ihren Zustandsrdumen), ein Problem das als Aliasing bekannt ist. Eine weitere
Konsequenz ist, dall 7/ T (implizite) globale Variable in jeder Prozedur und jeder
Methode ist, die Referenzen auf T erzeugt oder aufruft.



5 Verhaltensorientierte Sicht auf
Klassen

Eine Klasse legt die interne Struktur von Objekten fest. Objekte weisen auch ein
nach aullen beobachtbares Verhalten auf. In diesem Kapitel werden hierzu
verhaltensorientierte (observationelle) Definitionen von Klassendquivalenz und
Klassenverfeinerung gegeben. Diese Relationen erlauben es, eine Klasse durch
eine Klasse mit einer unterschiedlichen internen Struktur aber dquivalentem
bzw. verfeinerndem beobachtbaren Verhalten zu ersetzen. Damit kann das
Verhalten von Objekten der ,realen Welt“ zunichst durch abstrakte Klassen
problemnah beschrieben werden. Diese konnen in spédteren Entwicklungsschrit-
ten durch effizient implementierte Klassen ersetzt werden.

Fir den Nachweis der Klassenverfeinerung wird eine allgemeine Beweistechnik
mittels Simulation eingefiihrt. Diese wird in spédteren Kapiteln weiter speziali-

siert.

5.1 Aquivalenz und Verfeinerung von Klassen

Auf ein Objekt kann auf zwei Arten gesehen werden: In der ,glas box view" sieht
man die Interna eines Objektes und schlief3t daraus auf sein Verhalten. In der
sblack box view“ betrachtet man ein Objekt nur durch seine Schnittstelle
(Signatur) und kann iiber sie sein Verhalten beobachten. Die Klasse eines Objek-
tes bestimmt die Interna, d. h. die Sicht eines Objektes als Instanz einer Klasse
entspricht der ,glas box view“. Der Typ eines Objektes macht nur die Schnitt-
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stelle bekannt, durch die ein Objekte beobachtet werden kann. Die Sicht eines
Objektes als Element eines Typs entspricht der ,black box view“. Diese Unter-
scheidung beruht darauf, dall die Interna eines Objektes, die Attribute und die
Methodenriimpfe, im Typ durch einen existentiellen Quantor versteckt sind.

Diese Entkopplung der beiden Sichtweisen macht es moglich, die Interna eines
Objektes zu dndern, ohne daf} dies nach aullen beobachtbar ist. In der Praxis 1463t
dies zu, Objekte durch Klassen auf eine problemnahe aber abstrakte (d. h. nicht
ausfiithrbare oder nicht effizient ausfithrbare) Art zu spezifizieren. In der Imple-
mentierung konnen Objekte dieser Klasse durch Objekte einer anderen Klasse

ersetzt werden, falls sie das gleiche beobachtbare Verhalten haben.

Die verhaltensorientierte Sicht auf Klassen héingt von der Art der Beobachtun-
gen der Objekte ab. Eine Beobachtungen kann z. B. darin bestehen, auf einem
Objekt eine Reihe von dndernden Operationen durchzufithren und sein Verhal-
ten dann durch inspizierende Operationen beobachten. Sowohl dndernde als auch
inspizierende Operationen auf Objekten durch ihre Schnittstelle werden durch
Methodenaufrufe getatigt. (Falls die Schnittstelle auch 6ffentliche Attribute
umfafit, kann ein Objekt auch durch das Lesen dieser inspiziert werden. Der
Einfachheit halber werden in diesem Kapitel nur Methoden in Schnittstelle von
Objekten betrachtet, ohne Beschrankung der Allgemeinheit.) Eine Beobachtung
eines Objektes entspricht also einer Sequenz von Methodenaufrufen an dieses
Objekt. Um von einem definierten Anfangszustand des Objektes ausgehen zu
konnen, mul} vor der Beobachtung das Objekt initialisiert, d. h. erzeugt werden.

Beispiel (Mittelwertberechnung). Es wird ein einfache Klasse zur Mittelwertbe-
rechnung spezifiziert, 4hnlich zu den Datentypen in (Hoare & He, 1986; Morgan
& Gardiner, 1990), mit zwei Methoden:

¢ fiige eine Zahl einer Reihe von Zahlen hinzu, deren Mittelwert berechnet
werden soll;

¢ Dberechne den Mittelwert aller bisher eingefiigten Zahlen.

Der Zustand dieser Klasse ist durch eine Multimenge (bag) spezifiziert. Die

Funktion sum b auf Multimengen b, ¢ von ganzen Zahlen ist axiomatisiert durch:
sum{) = 0
sum (i) = 1
sum (b +c) = sum b +sumc
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Die Klasse besteht aus einem privaten Attribut und zwei 6ffentlichen Methoden:

MeanCalc =
class
b : bag of Int = ();
add (i : Int) = b:=b+(i),
mean ()m :Int = m :=sum b div #b
end

Die Klasse MeanCalc' mit derselben Schnittstelle besteht aus zwei privaten

Attributen, der ganzen Zahl s (fiir die Summe) und der ganzen Zahl n (fiir die
Anzahl):

MeanCalc' =
class
s:Int =0,
n :Int := 0;
add (i : Int) = s,n:=s+i,n+1,

m:=sdivn

mean ) m : Int
end

Eine Beobachtung eines Objektes der Klasse MeanCalc ist beispielsweise:
(var x := make MeanCalc * x.add (3) ; x.add (7) ; a := x.mean ())

Mit den Transformationstechniken aus 4.6 146t sich einfach zeigen, dal} diese
Beobachtung der Anweisung a := 5 entspricht. Verwendet man statt MeanCalc
die Klasse MeanCalc',

(var x := make MeanCalc' * x.add (3) ; x.add (7) ; a :=x.mean ()) ,

entspricht dies ebenfalls der Anweisung a := 5. Das bedeutet, dal3 die beiden
Klassen MeanCalc und MeanCalc' fiir diese spezielle Beobachtung verhaltens-
dquivalent sind. Der Name der lokalen Programmvariable spielt in der
beobachtenden Anweisung keine Rolle weil sich Variablen in lokalen Deklaratio-

nen beliebig umbenennen lassen.

Es liegt somit nahe zu definieren, dall zwei Klassen verhaltensidquivalent sind,
falls alle Beobachtungen gleich sind. Beobachtungen konnen im allgemeinen mit
beliebigen Programmkonstrukten zusammengesetzte Methodenaufrufe sein. Die

Definition der ein Objekt x beobachtenden Anweisungen Z[x] ist wie folgt moti-
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viert. Nach dem Satz iiber die Darstellung monotoner Pridikatentransformer
(Abschnitt 3.4) 148t sich jeder monotone Priadikatentransformer schreiben als

eine Anweisung aus 4, wobei die Anweisungen aus 4 zusammengesetzt sind aus:

e [BL{B (@)
o p;q falls pgeAa

. (Mi€l*p),(LLi€l*p) fallspeafiralleicl

Eine nicht erlaubte Beobachtung eines Objektes x ist beispielsweise die Verzwei-

gung
ifxiscthen ...else...end = ([xiscl;...)M([-xiscl;...)

Damit wire es ndmlich moglich, Programme zu formulieren, die davon abhén-
gen, dal} ein Objekt von einer bestimmten Klasse ist. Solche Objekte lassen sich
dann nicht durch verhaltenséquivalente oder verfeinernde ersetzen. Aus diesem
Grund diirfen beobachtete Objekte nicht in Annahmen und (aus Dualitédtsgriin-
den) in Zusicherungen vorkommen. Dies lieBe sich aber umlaufen, wenn das
beobachtete Objekt an ein anderes zugewiesen wird und dieses dann in einer
Annahme oder Zusicherung vorkommt. Deshalb wird die Zuweisung des beobach-
teten Objektes an andere Programmvariable verboten. Die einzigen erlaubten
Beobachtungen an ein Objekt x sind Methodenaufrufe der Form z :=x.mf(e),
wobei x selbst nicht aktueller Parameter des Methodenaufrufes sein darf (was ja
einer Zuweisung entsprechen wiirde).

Definition (Beobachtende Anweisungen). Es sei x eine Programmvariable vom
Typ Object () Meth. Die Menge 2 [x] ist induktiv definiert durch

e z:=x.m(e), falls m Methode von x und x nicht in e und z vorkommt,

(¢), falls ¢ : S — T und x nicht Feld von S, T,

{B}, [B], falls : S — Bool und x nicht Feld von S,

q;r,fallsq,r € Blx],

Mmiel-q),(LLUic€l"q),fallsq € Blx] fur allei € L.

Es wird auch der Einfachheit halber die Zuweisung von anderen Objekten an die
beobachtete Programmvariable verboten. Nach einer solchen Zuweisung verhélt
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sich das beobachtete Objekte ohnehin unabhéngig davon, welchen Wert es zuvor
hatte, eine Verfeinerung dieses ist also belanglos.

Definition (Verhaltensdquivalenz von Klassen). Es seien ¢, d Klassen mit
Instanzen vom Typ T'. Klassen ¢ und d sind verhaltensdquivalent, geschrieben
¢ =d, gdw. fiir alle Anweisungenp € B[x] mitx : T,

(var x := makec *p) = (varx:=maked *p) .

Die Gleichheit von Klassen ist komponentenweise definiert, d.h. zwei Klassen
sind gleich wenn sie die gleichen Methoden und Attribute haben. Die Verhal-
tensédquivalenz ist eine schwichere Relation als die Gleichheit. Zwei Klassen
konnen verhaltensédquivalent aber nicht gleich sein, wie beispielsweise die Klas-
sen MeanCalc und MeanCalc'.

Ob zwei Klassen gleich oder verhaltensidquivalent sind hat unterschiedliche
Auswirkungen, je nach dem ob die Klassen zum Erzeugen von Objekten benutzt
werden oder um von ihnen zu erben. Falls von der Klasse ¢ oder d geerbt wird,
miissen ¢ und d gleich sein, damit die entstehenden Klassen gleich sind. Falls ein
Objekte der Klasse ¢ oder d erzeugt wird, miissen ¢ und d verhaltensidquivalent
sein, damit die entstehenden Programme gleich sind.

Fiir die Definition von Verhaltensdquivalenz wird hier die grof3te sinnvolle
Menge an Beobachtungen zugrunde gelegt. In (Nipkow, 1986) wird anhand von
(bosartig) indeterministischen Datentypen gezeigt (Datentypen sind dhnlich zu
den Klassen, nur daf3 keine Untertyp-Polymorphie betrachtet wird), dal3 in einer
Programmiersprache ohne Rekursion mehr Datentypen verhaltensidquivalent
sind. Verhaltensquivalenz hiangt also von der Machtigkeit der Beobachtungen ab.
Die hier gewidhlten Beobachtungen gehen sogar iiber Programmiersprachen
dahingehend hinaus, daf} sie auch gutartig indeterministisch und wundersam
sein konnen. (Es stellt sich aber heraus, dal damit nicht noch mehr Objekte

unterscheidbar werden.)

Bei der Entwicklung von konkreten Klassen aus abstrakten Klassen reicht es im
allgemeinen aus, eine abstrakte Klasse durch eine verfeinernde statt einer ver-

haltensédquivalenten Klasse zu ersetzen. Verfeinerung von Klassen ist definiert
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analog zu der Verhaltensdquivalenz von Klassen, nur daf3 das die entstehenden

Anweisungen in einer Verfeinerungsrelation stehen.

Definition (Verfeinerung von Klassen). Es seien ¢, d Klassen mit Instanzen vom
Typ T. Klasse ¢ wird verfeinert durch d, geschrieben ¢ C d, gdw. fiir alle Anwei-
sungen p € Blx] mitx : T,

(var x :==makec *p) E (varx:=maked *p) .

Fir die Verfeinerungsrelation auf Klassen gelten einige einfache Ordnungseigen-
schaften. Die Ordnung ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch (partielle
Ordnung). Es seien b, ¢, d Klassen mit Instanzen vom selben Typ:

cCc Klassen—C—reflexiv
bCe)a(cCd) = (bCd) Klassen—C—transitiv
cCd)an(dCe) = (c=d) Klassen—C—antisymmetrisch

Diese Eigenschaften folgen alle aus der Definition der Klassenverfeinerung und
den entsprechenden Eigenschaften von Pradikatentransformern.

Die Transitivitat ermoglicht die schrittweise Verfeinerung von Klassen: Ein
Programm kann zunéchst mit Hilfe einer abstrakten Klasse formuliert werden.
Spater kann diese Klasse durch eine verfeinernde ersetzt werden. Die Transitivi-
tat ermoglicht, diesen Schritt solange fortzusetzen, bis das Programm effizient

genug ist.

Die Verfeinerungsordnung hat ein kleinstes und ein groites Element. Es sei Any
Meth die Klasse mit Methoden Meth (), die alle abort sind (mit Meth : «+ — *). Es
sei None Meth die Klasse mit Methoden Meth (), die alle miracle sind:

Any Meth = class ml1 (vl :VI1)rl:RI1=abort, ...end
None Meth = class m1 (vl :VI1)rl:RI = miracle, ... end

Dann gilt fiir beliebige Klasse c : Class Attr Meth

Any Meth T c C—-Any
¢ C None Meth C—None

Verfeinerung und Verhaltensidquivalenz von Klassen wie sie hier definiert sind,

sind schwierig nachzuweisen: sie wiirden eine Induktion iiber die Struktur der
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beobachtenden Programme erfordern. Der néchste Abschnitt gibt, als erster
Schritt, eine einfachere Moglichkeit mittels einer Simulation. Weil die Verfeine-
rung von Klassen zu einer schwicheren Beweisobligation fiihrt als die Verhal-
tensédquivalenz, wird im folgenden nur noch Verfeinerung betrachtet.

5.2 Klassenverfeinerung mittels Simulation

Satz (Klassenverfeinerung mittels Simulation). Es seien Klassen ¢, d gegeben
durch

¢ =class d =class
cattr : C := cinit; dattr : D := dinit;
ml (vl :VI1)rl:RI1I=cl, ml (vl :VI)rl:R1=dl1,
mn (vn : Vn)rn : Rn =cn mn (vn : Vn)rn : Rn =dn
end end

Falls sim : Tran (cattr : C) (dattr : D) ein konjunktiver Pradikatentransformer ist
mit
(1)  enter cattr := cinit ; sim C enter dattr := dinit
(2) cl;simCsim;dl,
cn ;sim Csim ;dn

danngiltcEd .

Punkt (1) besagt, daf} die initialen Werte der privaten Attribute der beiden
Klassen durch sim in Beziehung zu stehen haben. Punkt (2) besagt, daf} die ent-
sprechenden Methoden der beiden Klassen die Beziehung sim zwischen ihren

Attributen aufrecht erhalten miissen.

Beweis. Es seien coper, doper, CAttr, DAttr, Meth so, dal}

¢ = ((cattr +— cinit), coper) , d = ((dattr — dinit), doper)
¢ : Class CAttr Meth d : Class DAttr Meth .

Weiterhin sei SIM ein konjunktiver Pradikatentransformer, definiert durch:
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Die Rolle von SIM wird durch folgendes Diagramm veranschaulicht:

SIM = push x by CAttr, coper ; sim ; pop x by DAttr, doper

z:=x.m (e) -
enter x .= make ¢
SIM SIM SIM
enter x := make d
z:=x.m (e)

exit x

exit x

Die oberen Pfeile von der linken zur rechten Ecke symbolisieren die Ausfiihrung

von (var x := make c * p) fur p € B[x]. Die unteren Pfeile symbolisieren die Aus-

flihrung von (var x := make d * p) fiir dasselbe p. Mit der Anweisung SIM kann x

als Instanz von ¢ zu jedem Zeitpunkt der Ausfiihrung in eine Instanz von d trans-

formiert werden. Der Beweis des Satzes gliedert sich in zwei Teile:

(a)
(b)

enter x :=makec ;SIM T enterx:=d

p;SIM T SIM;p furallep € Blx]

Damit gilt fir alle p € Z [x]:

r

r

r

Laut der Definition der Klassenverfeinerung bedeutet dies ¢ C d.

(var x := make c * p)
«Variablendeklaration»

enter x := make c ; p ; exit x
«Sequentielle Komposition mit exit»
enter x := make c ; p ; SIM ; exit x
«(b)»

enter x := make c ; SIM ; p ; exit x
«(a)»

enter x := make d ; p ; exit x
«Variablendeklaration»

(var x := make d * p)

Beweis von (a).

enter x := make c ; SIM
«SIM>»



98 Kapitel 5 — Verhaltensorientierte Sicht auf Klassen

enter x := make c ; push x by CAttr, coper ; sim ; pop x by DAttr, doper
= push, Sequentielle Komposition von Zuweisungen (3)»

enter cattr := cinit ; sim ; pop x by DAttr, doper
= «(1)»

enter dattr := dinit ; pop x by DAttr, doper

r

«pop, make»

enter x := make d

Beweis von (b). Der Beweis erfolgt per Induktion tiber den Aufbau von p.
e p=z:=x.m(e) falls m Methode von x und x nicht in e und z vorkommt.

Zu zeigen ist:
z:=x.m(e);SIM T SIM;z:=x.m(e)

Die folgenden Schritte dienen dazu, die Methodenaufrufe in die Form

[x isc];z:=x.m (e) zu transformieren um ihre Auflésung zu ermoglichen:

z:=x.me);SIM T SIM;z:=x.m (e)
= «SIM, is—push »
z:=x.m(e);SIM C [xisc]l;SIM;z:=x.m(e)
= «fir beliebige b, g, r: qC[bl;r gdw [bl;qC[b];r»
[xiscl;z:=x.m(e);SIM T [xiscl;SIM;z:=x.m (e)
= «SIM, is—push, is—pop»
[xiscl;z:=xm(e);SIM T SIM;[xisd];z:=x.m(e)

Der Beweis wird durch Transformation der linken Seite weitergefiihrt:

[xiscl;z:=x.m(e); SIM
= «Auflosen von Methodenaufrufen»

push x by CAttr, coper ; z := (coper.m) (e) ; pop x by DAttr, doper ; SIM
= «SIM, Aufheben von push und pop»

push x by CAttr, coper ; z := (coper.m) (e) ; sim ; pop x by DAttr, doper

I

«Lemma unten: z := (coper.m) (e) ; sim C sim ; z := (doper.m) (e) »
push x by CAttr, coper ; sim ; z := (doper.m) (e) ; pop x by DAttr, doper
= «Aufheben von push und pop, SIM»

SIM ; push x by DAttr, doper ; z .= (doper.m) (e) ; pop x by DAttr, doper
= «Auflosen von Methodenaufrufen»
SIM ; [xisd];z:=x.m (e)
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Das oben benutzte Lemma wird wie folgt bewiesen:

z := (coper.m) (e) ; sim
= «Prozeduraufruf>»

enter v :=e ;coper.m ;z :=r;exit r; sim

= «x kommt nicht in z, r vor, Zustandstransformation—-kommutativ»

enter v :=e ;coper.m ;Sim ;z :=r;exitr
«(2)»

enter v :=e ; sim ;doper.m ;z :=r;exitr

I

= « x kommt nicht in v, e vor, Zustandstransformation—-kommutativ»

sim ;enter v :=e ;doper.m ;z :=r;exitr
= «Prozeduraufruf>

sim ; z := (doper.m) (e)
Dies beendet den ersten Fall des Induktionsbeweises.
e p={(¢pfir ¢:S — T und x nicht Feld von S, T
Zu zeigen ist (¢); SIM T SIM ;{(¢):

(9); SIM

= «¢y: Tran S T, Zustandstransformation—-kommutativ»

SIM ; (¢)

e p={B}oder p =[] fir :S — Bool und x nicht Feld von S
Zu zeigen istp ; SIM T SIM ;p:

p ; SIM

c «SIM konjunktiv, konjunktiv—kommutativ»
SIM ; p

®* p=gqg;r

Zu zeigen ist g ; r; SIM T SIM ; q ; r mit Hilfe der Induktionsannahmen

q;SIM C SIM ;q undr;SIM T SIM ;r:

q;r;SIM

c «Induktionsannahme»
q;SIM ;r

c «Induktionsannahme»

SIM ;q ;r
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e p=((1i€l*qg)oderp = (1 i€l q)fur durch: €I indiziertes q.

Zu zeigen ist (Mi€ I *q) ; SIMC SIM ; (Mi&€ I * qg) und Analoges fiir
(Lt7 €1 * g) mit der Induktionsannahme ¢ ; SIM C SIM ; q :

(Mi€l-q);SIM
= «—;—linksdistributiv»
(Mmiel-q;SIM)
«Induktionsannahme»
(Mmiel-SIM : q)
= «sim konjunktiv, M—;—rechtsdistributiv»
SIM ;(Mi€l-*q)

I

bzw.

(Luiel-q);SIM
= «_l—;—linksdistributiv»
(LUi€l=q;SIM)
«Induktionsannahmen»
(Liel*SIM ;q)
«_l—;—rechtsdistributiv»
SIM ;(L1i€1°q)

I

I

Dies beendet den Beweis der Klassenverfeinerung durch Simulation.



6 Methodik der Klassenverfeinerung

Das Thema dieses Kapitels ist die systematische Konstruktion von verfeinernden
Klassen. Dazu wird Klassenverfeinerung auf Datenverfeinerung der einzelnen
Methoden zuriickgefiihrt. Die Techniken der Datenverfeinerung lassen sich dann
zur Ableitung der Methoden der verfeinernden Klassen einsetzen. Es werden
zwei Techniken von unterschiedlicher Allgemeinheit und Komplexitét betrachtet.
Dies sind die Klassenverfeinerung mittels Relation und Klassenverfeinerung

mittels Abstraktionsfunktion mit Invariante.

6.1 Klassenverfeinerung mittels Relation

Bei der Klassenverfeinerung mittels Relation werden die Attribute der beiden
Klassen durch eine (binére) Relation in Beziehung gesetzt.

Satz (Klassenverfeinerung mittels Relation). Es seien Klassen ¢, d gegeben durch:

¢ =class d =class
cattr : C := cinit; dattr : D := dinit;
ml (vl:VI)rl:RI=cl, ml (vl :VI)rl:RI=dlI,
mn (vn :Vn)rn : Rn =cn mn (vn :Vn)rn : Rn =cn
end end

Falls rel : C x D — Bool eine Relation ist mit

(1)  rel (cinit, dinit)
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(2)  clCdl

cn Gy dn

giltc C d.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Zurickfiihren auf Klassenverfeinerung mittels
Simulation. Es sei sim definiert durch

sim = cattr — dattr :[dattr' * rel (cattr, dattr')] .

Offensichtlich ist sim konjunktiv. Punkt (1) der Klassenverfeinerung mittels

Simulation gilt wegen:

enter cattr := cinit ; sim

= «sim, Sequentielle Komposition mit Zuweisungen (3)»
enter dattr [dattr' * rel (cinit, dattr')]

= «Verfeinerung von Zuweisungen (3), (1)»

enter dattr := dinit

Punkt (2) der Klassenverfeinerung durch Simulation folgt unmittelbar aus der
Definition von sim und C,,; . Damit folgt ¢ C d.

Beispiel (Mittelwertberechnung, Fortsetzung). Es soll die Klasse MeanCalc ver-

feinert werden.

MeanCalc =
class
b : bag of Int = (),
add (i : Int) = b:=b+ i),
mean Om :Int = m :=sum b div #b
end

Statt eine Verfeinerung vorzuschlagen und diese dann zu verifizieren, soll
MeanCalc' systematisch hergeleitet werden. Dazu wird festgelegt, dall die Attri-
bute s : Int und n : Int sind, die der laufenden Summe bzw. Anzahl entsprechen.
Die Relation zwischen diesen Attributen und dem Attribut & von MeanCalc ist:

rel (b,s,n) < (s=sumb) A (n=+#b)

(1) Fiir die Initialisierung von s, n gilt:



Klassenverfeinerung mittels Relation

103

rel (), s, n)

«rel»

(s =sum () A (n =1#))
«sum, #»
s=0A(n=0)

(2) Die Datenverfeinerung von add mittels rel ist:

Crel

I

b:=b+ )

«Datenverfeinerung von Zuweisungen (2)»
s,n:s',n'"*(Vberel(b,s,n)=rel (b+(i),s',n"))]

«rel, sum, #»
s,n:s,n':(Vberel(b,s,n)=(s'=sumb+i)r(n'=#b +1)]
«rel, Verfeinerung von Zuweisungen (1)»
s,n:s,n'*$'=s+i) A(n'=n+1)]

«Verfeinerung von Zuweisungen (3)»

s,n:=s+i,n+1

(3) Die Datenverfeinerung von mean mittels rel ist:

C

I

ZusammengefalBit ergibt dies die Klasse MeanCalc', die MeanCalc verfeinert:

m :=sum b div #b

«Datenverfeinerung von Zuweisungen (4)»
m:m'*(Vberel(b,s,n)=(m'=sumbdiv #b))]

«rel»

m:m'*(Vbe(s=sumb)r (n=+#b)=(m'=sum b div #b))]
«Verfeinerung von Zuweisungen (3)»

m:=sdivn

MeanCalc' =
class
s:Int =0,
n : Int :=0;
add (i : Int) = s,n:=s+i,n+1,
mean Om :Int = m:=sdivn
end

Die Eigenschaft dieser Verfeinerung (und die Idee fiir die Verbesserung der Effi-

zienz) ist, daf} die verfeinernde Klasse nicht alle Informationen der verfeinerten

Klasse mit sich fiihrt, sondern nur so viel Information, um korrekte Beobachtun-
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gen zu ermoglichen. Dies dullert sich dadurch, dal mehrere Zustidnde der Klasse
MeanCalc einem Zustand der Klasse MeanCalc' entsprechen, wie durch nachfol-
gendes Diagramm symbolisiert. Diese Art von Verfeinerungen ist mit dem An-
satz in (America, 1987) nicht moglich. Dort mul} ein Zustand der verfeinernden
Klasse hochstens einem Zustand der verfeinerten Klassen entsprechen.

Zustande von
MeanCalc'

Im allgemeinen ist eine beliebige Relation zwischen den konkreten und abstrak-
ten Zusténden der Klassen moglich.

6.2 Klassenverfeinerung mittels Abstraktionsfunktion und
Invariante

In vielen Fallen ist die Relation fiir die Datenverfeinerung funktional in dem
Sinne, dal} ein konkreter Zustand hochstens einem abstrakten Zustand ent-
spricht. Dies ist auch der Fall, der in (America, 1987; Hoare, 1972; Meyer, 1988)
betrachtet wird. Hierbei ergeben sich vereinfachende Regeln zum Ableiten der
konkreten Operationen aus den abstrakten Operationen.

Definition (Funktionale Datenverfeinerung, Cqps iny). Es sei p ein Pradikaten-
transformer iiber (v : V) und g ein Pradikatentransformer iiber (w : W) und es sei
abs : W — U, inv : W — Bool. Dann ist p Cgps,iny ¢ definiert durch

D Cabsinng = P Lrq mit rel (v,w) < (w=absw)Arinvw .
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Fir Cgps,iny gelten analoge Distributivregeln beziiglich ; , M1 und LI wie fiir C,;

sie werden hier nicht gesondert aufgefiihrt. Die interessanten Vereinfachungen

ergeben sich fiir die Datenverfeinerung von Zuweisungen.

Satz (Funktionale Datenverfeinerung von Zuweisungen). Es sei abs : W — U und

inv : W — Bool. Dann gilt:

(1)
(2)
(3)
4)

v:[v'b] Cabs,inv
vi=e Cabs,inv
u:lu'-cl Cabs,inv
u:=f Cabs,inv

w :[w'* inv w = (blabs w/v, abs w'/v'] A inv w')]
w:[w'*inv w = (abs w' =elabs w/v'l A inv w')]
u:lu' *inv w = clabs w/vl]

u:lu'*invw =u'=flabs w/v])]

Beweis. Dieser Satz folgt unmittelbar aus Datenverfeinerung von Zuweisungen

mittels Relation.

Satz. Es seien p, p' Pradikatentransformer tiber (v : U, v : V) und ¢, q' Pradika-

tentransformer tiber (v : U, w : W). Es sei abs : W — U und inv : W — Bool. Dann

gilt:

(1)
(2)
3)

4)

[0] Caps,iny [inv w = blabs w/v]] Cobs,inv—Annahme
{6} Cupsinv {inv w A blabs w/v]} Cobs,inv—2Zusicherung
if b then p else p' end Cyps iny if ¢ then q else q' end Cabs,inv—if

falls P Eabs,inv @ und p' Cabs,inv q|
und inv w A blabs w/v] =c¢ <inv w = blabs w/v]

while b do p end Cgypsiny while c do q end Cobs,ini—While

falls P Eabs,inv @

und inv w A blabs w/v] =c¢ <inv w = blabs w/v]

Beweis. Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem entsprechenden Satz fir C,;.

Satz (Funktionale Klassenverfeinerung). Es seien die Klassen ¢, d gegeben durch:

¢ =class d = class
cattr : C := cinit; dattr : D := dinit;
ml (wl:VI)rl:RI1=cl, ml (vl :VI)rl:R1=4dl1,
mn (vn : Vn)rn : Rn =cn mn (vn :Vn)rn : Rn =cn
end end
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Falls abs : D — C und inv : D — Bool Funktionen sind mit
1) (cinit = abs dinit) A itnv dinit
(2) cl Cabs,inv dl

cn Eabs,inv dn

giltcC d.

Beweis. Der Satz folgt mit der Definition von Cgpg;pn, direkt aus Klassenver-
feinerung mittels Relation.

Beispiel (Menge als Bitvektoren). Es werden Mengen von ganzen Zahlen aus
dem Intervall [0, max) betrachtet. Operationen darauf sind

e Einfiigen einer Zahl zwischen 0 und max - 1;
¢ Testen, ob eine Zahl zwischen 0 und max - 1 enthalten ist;
¢ Bestimmen der Anzahl der Elemente der Menge.

Dies wird durch die Klasse SmalllntSet spezifiziert:

val SmalllntSet (max : Int) =

class
s : set of Int :={};
insert (i : Int) = [0=<i<max];s:=s Ui},
has (i : Int)r : Bool = [0<i<max];r :=i€Es,
size Or:Int = r:=+#s

end

Diese Klasse soll verfeinert werden durch die Technik der Bitvektoren. Fir die
verfeinernde Klasse wird das Attribut, die Abstraktionsfunktion und die Invari-
ante festgelegt:

v : array max of Bool
absv = {0=si<max | v[i]}

invv = true

(1) Die Bedingung fiir die Initialisierung von v ist:
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{=absv)rinvv
< «abs, inv»
={0<i<max | vI[i]}
= «Logik»
v = [false]max
(2) Die Datenverfeinerung von insert mittels abs, inv ist:
[0<i<max];s:=sU{i}
Cabs,inv «Distributivitiat von Cgps jny , Funktionale Datenverfeinerung von
Zuweisungen (2)»
[0<i<max];v:[v'*absv' =absv U {i}]
= «Sequentielle Komposition mit Annahmen (1), abs»
viv'*O=si<max) A {O<sj<max | v'[jI} ={0=<j<max | v'[jI} U {i})]
C «Verfeinerung von Zuweisungen (1)»
viv'* (0O=si<max) A (' =vli— truel)l
= «Zuweisung an Feldkomponenten»
vli] := true
(3) Die Datenverfeinerung von has mittels abs, inv ist:
[O<i<max];r:=i€Es
Cabs, inv «Distributivitit von Cgpg, iny , Funktionale Datenverfeinerung von

Zuweisungen (4)»
[O<si<max];r:r'*r'=i&€absv]

= «Sequentielle Komposition mit Annahmen (1), abs»
r:r'*(0=i<max) A (r'=vlil])]

= «Zuweisung an Feldkomponenten»
r:=uvlz]

(4) Die Datenverfeinerung von size mittels abs, inv ist:
r:=+#s

Cabs, inv «Funktionale Datenverfeinerung von Zuweisungen (4)»
r:r'er'=#abs v)]

= «abs»
r:=#0=<j<max | v[jI}

Das Ergebnis wird zu der Klasse BitSet zusammengefalit:
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val BitSet (max : Int) =
class
v : array max of Bool := [false]max;

insert (i : Int) = vli] := true,
has (i : Int) r : Bool = r:=uvli],
size () r : Bool = r:=#0=<1 <max | v[i]}

end

Bei der Verfeinerung von SmalllntSet durch BitSet entspricht ein Zustand der
einen Klasse genau einem Zustand der anderen Klasse. In diesem Fall liefert die
Herleitung der Methoden ein eindeutiges Ergebnis. Im allgemeinen kann ein
Zustand der abstrakten Klasse mehreren Zustinde der konkreten Klasse

entsprechen.

Zustande von
SmallIntSet i1 ! t 12

Zustande von
BitSet




7 Inkrementelle Klassenverfeinerung

Typisch fiir den objektorientierten Entwurf ist es, da} eine Klasse aus einer
gegebenen durch inkrementelle Modifikation mittels Vererbung entsteht. Bei-

spiele hierfiir sind:

(1) eine neue Klasse BoundedQueue entsteht aus Queue (Abschnitt 4.5) durch
Andern der Methode enqueue;

(2) die Klasse BitSet (Abschnitt 6.2) wird so erweitert, dafl zur Beschleuni-
gung der Methoden die Anzahl der Elemente in einem zusétzlichen Attri-
but festgehalten wird;

(83) die Klasse PriorityQueue (Abschnitt 4.5) entsteht aus der Klasse Queue
durch Andern der Methode dequeue

In den letzten beiden Fillen ist die modifizierte Klasse eine Verfeinerung der ur-
spriinglichen Klasse, in Fall (1) nicht. Fiir die inkrementelle Klassenverfeinerung
in den Fillen (2) und (3) lassen sich spezielle, vereinfachte Konstruktionstech-
niken anwenden. In diesem Kapitel werden zwei Arten der inkrementellen Klas-
senverfeinerung vorgestellt: Bei der ersten Art hat die verfeinerte Klasse sowohl
zusatzliche Attribute, als auch gednderte Methoden (Fall 2); bei der zweiten hat
die verfeinerte Klasse nur geidnderte Methoden (Fall 3).

7.1 Klassenverfeinerung mittels Invariante

Vorbereitend wird die Datenverfeinerung mittels Invariante eingefithrt und

Rechenregeln abgeleitet. Formal gesehen ist die Datenverfeinerung mittels Inva-
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riante ein Spezialfall der Datenverfeinerung mittels Abstraktionsfunktion und

Invariante, bei der die Abstraktionsfunktion eine Projektion ist.

Definition (Datenverfeinerung mittels Invariante, C;,,). Es sei p ein Pradikaten-

transformer uber (u : U, v : V) und q ein Priadikatentransformer iiber (v : U, v : V,
w: W). Fallsinv : V x W — Bool, ist p C;;, q¢ definiert durch

PCinwg = p Cabs,iny  Mit abs (v,w)=v .

Fir C;,, gelten analoge Distributivgesetze beziiglich ; , M1 und LI wie fiir T,

und Cp, iny- Sie werden hier nicht gesondert aufgefiihrt.

Satz (Datenverfeinerung von Zuweisungen mittels Invariante). Es seien u : U, v :

V,w : W Programmvariable, es seien e, f Listen von Ausdriicken, b, ¢ boolesche

Ausdriicke und es seiinv : V x W — Bool. Dann gilt:

(1) wv:v'*bl Ciw
2 v:i=e Cinv
B) w:lu'*cl T
4) uwu:=f Cinv

v, w:v',w'*inv (v,w)=>b6 rinv (v, w')]
v, w:v',w'*inv (v,w)= W' =e) rinv (v',w")]
w:u'*inv (v, w)=c]

w:lu'*inv (v,w)= W' =7/]

Beweis. Dieser Satz folgt unmittelbar aus Funktionale Datenverfeinerung von

Zuweisungen.

Satz. Es seien p, p' Pradikatentransformer iiber (« : U, v : V) und ¢, ¢q' Pradika-

tentransformer tiber (v : U, v : V, w : W). Es seiinv : V x W — Bool. Dann gilt:

(1) [b] GCiup linv (v,w)= b] Cinv—Annahmen
(2) {b} Cj {inv (v,w) A b} Ci—2Zusicherung
(3) if bthen pelse p'end C;y,, if c then q else q' end Cinv—if

falls pCipg und p'Ciy Q'

und inv (v,w) A b<sc<inv (@, w)=>
(4)  while b do p end C;y,, while ¢ do q end Cinv—while

falls p Ciwq

und inv (v,w)Aab<=sc<inv (v,w)=>

Beweis. Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem entsprechenden Satz fiir Cyps iny -
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Bei der Klassenverfeinerung mittels Invariante werden die zu einer Klasse hin-
zugefiigten Attribute mit den bestehenden durch eine Invariante in Beziehung
gesetzt. Die Initialisierung der hinzugekommenen Attribute muf} die Invariante
erfiillen. Die Methoden miissen so geidndert werden, dal sie die Invariante auf-
rechterhalten.

Satz (Klassenverfeinerung mittels Invariante). Es seien m1, ... mi ...mn Metho-

dennamen und es seien Klassen ¢, d gegeben durch:

¢ =class d =class (¢)
cattr : C := cinit; dattr : D := dinit;
ml (wl:VI)rl:RI1=cl, ml (vl :VI1)rl:RI1=dI,
mn (vn : Vn)rn : Rn =cn mi (vi:Vi)ri:Ri=di
end end

Falls inv : C x D — Bool mit
(1)  inv (cinit, dinit)
(2) clC;,,dI

cl Cipp di

cn B,y cn

giltc C d.

Beweis. Der Satz folgt nach Auflésen der Vererbung direkt aus Klassenverfeine-

rung mittels Abstraktionsfunktion und Invariante.

Der Satz fiihrt zu Beweisverpflichtungen fiir die gednderten und gleich gebliebe-
nen Methoden. Umgekehrt 146t sich der Satz anwenden, um zu bestimmen,
welche Methoden gedndert werden miissen, und welche gleich bleiben kénnen.
Dies zeigt das nachfolgende Beispiel.

Beispiel (Mengen als Bitvektoren, Fortsetzung). Es soll die Klasse BitSet so mo-
difiziert werden, dafl zur Beschleunigung der Methode size die laufende Anzahl
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der Elemente in einem zusitzlichen Attribut festgehalten wird. Das Attribut und
die Invariante werden festgelegt durch:

s:Int
inv (v,s) = (s=#0=<i<max | v[il})

(1) Fiir die Initialisierung von s gilt:

inv ([falsejnax s)
= «@inuv»

s =#0 =i <max | false}
< «Logik»

s=0

(2) Verfeinerung von insert:

vli] :=true
= «Zuweisung an Feldkomponenten»
v:v'*(0=i<max) A (v =vli — truel)]
Cinv «Datenverfeinerung von Zuweisungen mittels Invariante (1)»

v,s:[v',s' *inv (v,s)=(0<i<max) A (v =v[i — truel) A inv (v', s")]

Zur weiteren Vereinfachung der Anweisung wird eine Fallunterscheidung mit
der Bedingung v[i] gemacht. Der Ausdruck in der Zuweisung vereinfacht sich
unter der Annahme v[i] wie folgt:

inv (v,8) = (0=<i<max) A (V' =v[i — truel) A inv (v', s")
= «Logik, v[i] impliziert (0 < i < max)»

W'=v)A(s'=5)
Unter der Annahme -v[i] gilt:

inv (v,8)=(0=<i<max) A (V' =v[i — truel) A inv (v', s
< «Logik»

O<si<max) A W' =vli—true]) A(s'=s+1)

Damit wird die Ableitung fortgesetzt:

c «bosartige Zuweisung—if, Verfeinerung von Zuweisungen (1)»
if vlilthen v, s :[v',s'* (V' =v) A (s' =5)]
elsev,s:[v',s'*(0<i<max) A (V' =v[i —truel) A (s'=s + 1)]end
c «skip, Seq. Komposition von bosartigen Zuweisungen (1)»
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if vlil then skip
elsev:[v'* (0=si<max) A (V' =v[i—truel)]l ;s :[s'*s'=s+1]end
= «Zuweisung an Feldkomponenten, if-Negation»

if ~vli] then vli] ;= true ;s :==s +1 end
(3) Verfeinerung von has:

r:=vli]

Cinv  «Datenverfeinerung von Zuweisungen mittels Invariante (4)»
r:r'cinv (v,s)= (r'=vli]) A (0 =i <max)]

c «Verfeinerung von Zuweisungen (3)»

r:=vli]

Bei der Verfeinerung von has wird von der Invariante kein Gebrauch gemacht.

(4) Verfeinerung von size:

r:=#0<i<max | v[i]}

Cino «Datenverfeinerung von Zuweisungen mittels Invariante (4)»
r:ir'cinv (v,s)=F'=#0=<i <max | v[i]})]

= «Logik, inv»

r:r' *inv (v,s) = (r' =s)]

I

«Verfeinerung von Zuweisungen (3)»

r:=s

Die Datenverfeinerung der Methoden zeigt, dal sich insert und size d&ndern und
has gleich bleibt. Das Ergebnis wird zu der Klasse BitSetCount zusammengefalit:

val BitSetCount =
class (BitSet)
s:Int:=0:

insert (i : Int) if ~vli] then v[i] :=true ;s :=s + lend,

size()r:Bool = r:=s

end

7.2 Klassenverfeinerung durch Methodenverfeinerung

Der einfachste Fall ist der, dall Methoden einzeln verfeinert werden und die
Attribute gleich bleiben.
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Satz (Klassenverfeinerung durch Methodenverfeinerung). Es seien m1, ..., mi,
...mn Methodennamen und es seien Klassen c, d gegeben durch:

¢ =class d =class (c)
cattr : C := cinit, ml(wl:VI)rl:RI=4dlI,
ml (vl :VI1)rl:RI=cl,
mi(vi:Vi)ri:Ri =di

mn (vn : Vn)rn : Rn =cn end
end
Fallsci©dl, ... ciEdigiltcCd.

Beweis. Der Satz folgt unmittelbar aus Klassenverfeinerung mittels Invariante

mit Invariante true.

Beispiel (Warteschlangen, Fortsetzung). Es soll gezeigt werden, daf
Queuelltem] T PriorityQueuelltem] fir alle Item < OrderedItem .
Laut obigem Satz ist fiir dequeue zu zeigen:

i:i'*i'E€ql;q:=q-G)C
i@ eg)a(VaeEq-i'key=<uxkey)l;q:=q-()

Dies folgt aus ;—monoton und der Verfeinerung von Zuweisungen (1).



8 Klassenschnitt und
Klassenvereinigung

Haufig werden beim objektorientierten Entwurf Klassen gefunden, die dhnliches,
aber kein identisches Verhalten beschreiben. In diesen Féllen kann das gemein-
same Verhalten zu einer abstrakten Klasse herausfaktorisiert werden, die von
den gefundenen verfeinert wird. Hierfiir gibt es mehrere Griinde: (1) die Ahnlich-
keit der gefundenen Klassen wird explizit dokumentiert; (2) die Beschreibung der
Klassen wird kompakter, falls von der abstrakten Klasse geerbt wird; (3) die
abstrakte Klasse kann z.B. zur Spezifikation von Parametern verwendet werden,
wenn nur die Eigenschaften dieser Klasse benotigen bendtigt — somit wird eine
Uberspezifikation vermieden und Wiederverwendung gefordert.

Eine duale Situation ist, dal von zwei oder mehreren gegebenen Klassen eine
konkretere Klasse gesucht wird, die diese verfeinert. In dieser, wie in der vorher-
gehenden Situation, stellt sich die Frage nach der Existenz gemeinsamer ver-

feinerter oder verfeinernden Klassen.

In diesem Kapitel werden zwei Operationen auf Klassen definiert, Schnitt und
Vereinigung. Damit konnen gemeinsam verfeinerte bzw. verfeinernde Klassen
konstruiert werden. An einem Beispiel von Bankkonten wird deren Anwendung

demonstriert.
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8.1 Definition und Eigenschaften von Schnitt und
Vereinigung

Definition (Klassenschnitt und Klassenvereinigung). Es seien Klassen c, d gege-
ben durch:

¢ =class d =class
attr : A :=init, attr : A = init,
cattr : C := cinit; dattr : D := dinit;
ml (vl:VI)rl :RI1=cl, ml(vl:VI)rl:RI=4dlI,
mn (vn :Vn)rn:Rn =cn mn (vn : Vn)rn : Rn =dn
end end

Die Attribute attr sind die gemeinsamen Attribute von ¢ und d, die Attribute
cattr, und dattr sind von diesen verschieden. Der Schnitt ¢ M1 d und die Vereini-
gung c L1d besitzen die Attribute von sowohl ¢ als auch d. Beim Schnitt werden
die Methoden durch die bosartige Auswahl der entsprechenden Methoden von ¢
und d gebildet, bei der Vereinigung durch die gutartige Auswahl:

¢ Md =class c LId =class
attr : A :=init, attr : A :=init,
cattr : C := cinit, cattr : C := cinit,
dattr : D := dinit; dattr : D := dinit;

ml (wl:VI)rl:R1=clrdl, ml(wl:VI)rl:R1=cl|1dl,

mn (vn:Vn)rn:Rn=cndn mn (vn :Vn)rn : Rn=cn lLdn

end end

Zwei Klassen mit Instanzen vom gleichen Typ konnen immer in eine Form ge-
bracht werden, so daf} ihr Schnitt und ihre Vereinigung gebildet werden kann.
Attribute mit gleichem Namen, aber unterschiedlichem Typ oder unterschiedli-
cher Initialisierung miissen zuvor in einer der beiden Klassen systematisch um-

benannt werden.

Klassenschnitt und Klassenvereinigung sind idempotent, symmetrisch und asso-
ziativ. Es seien b, ¢, d Klassen mit Instanzen vom gleichen Typ:

cllc=c cllc=c
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crid=dnrlec clld=dUle¢c
brie) md=bri(c md) blle) LId=bLd(c LId)

Diese Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition von Klassenschnitt
bzw. -vereinigung und den entsprechenden Eigenschaften fiir Pradikatentrans-
former. Die letzten beiden Gleichungen bedeuten, dal3 die Reihenfolge bei der
Bildung von Klassenschnitt und -vereinigung irrelevant ist. Die Ausfithrungen
dieses Kapitels zu Schnitt und Vereinigung von zwei Klassen lassen sich somit
auf mehrere Klassen iibertragen.

Satz. Es seien ¢, d Klassen mit Instanzen vom gleichen Typ. Dann gilt:

(1) cl1dCe und cridcd Klassen—1—untere Schranke
(2) cCceclld und dCclid Klassen—_1—obere Schranke

Beweis. Es wird jeweils nur der erste Teil der Behauptung gezeigt, der zweite
folgt aus Symmetriegriinden. Der Beweis wird gefiihrt durch Klassenverfeine-
rung mittels Simulation. Es seien die Klassen ¢, d, ¢ M1 d und ¢ LI d wie oben. Fiir
(1) sei sim = exit dattr. Zu zeigen ist:

(a)  enter attr, cattr, dattr := init, cinit, dinit ; sim C
enter attr, cattr := init, cinit
(b) (cIT1dl);sim T sim;cl

(cnm™dn);sim T sim;cn

Punkt (a) folgt aus Sequentielle Komposition mit exit. Fiir (b) gilt:

(cim1di) ;sim

« "+=monoton, ;—monoton»

I

ci;sim
= «Zustandstransformation—kommutativ»
sim ;ci
Fir (2) sei sim = enter dattr := dinit. Zu zeigen ist:
(c)  enter attr, cattr ;= init, cinit ; sim C
enter attr, cattr, dattr := init, cinit, dinit
(d) cl;sim C sim;(cllidl)

cn;sim T sim;(cn L1dn)
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Punkt (c) folgt aus Sequentielle Komposition von Zuweisungen (3). Fur (d) gilt:

ci;sim
= « Zustandstransformation—-kommutativ»

sim ;ci

I

« L +monoton, ;—monoton»
sim ; (ci L1 dri)

8.2 Ableiten von verfeinerten und verfeinernden Klassen

Klassenschnitt und Klassenvereinigung konnen beim Entwurf als Hilfsmittel

zum Auffinden verfeinerter bzw. verfeinernder Klassen eingesetzt werden.

Beispiel (Bankkonten). Es soll die Verwaltung von Konten einer Bank spezifi-
ziert werden. Grundlegende Operationen auf Bankkonten sind das Offnen eines
Bankkontos, das Ein- und Ausbezahlen von Betrédgen (amount) und die Auszah-
lung von Zinsen. Zwei prinzipielle Arten von Bankkonten sind Sparkonten und
Girokonten. Sparkonten konnen nicht iiberzogen werden, haben aber einen giin-
stigen Zinssatz. Girokonten kénnen iiberzogen werden, haben aber (vereinfacht)
keinen Zins. Es sei Rate = 1 der Sparzinssatz:

SavingAccount =

class
bal : Real :=0.0;
transact (a : Real) = {bal + a=0}; bal :=bal + a,
balance () a : Real = a :=bal,
payinterest () = bal :=bal * Rate

end

CurrentAccount =

class
bal : Real :=0.0;
transact (a : Real) = bal :=bal +a,
balance () a : Real = a :=bal,
payinterest () = skip

end
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Die Datenbasis der Bank besteht u. a. aus der Mengen aller Spar- und Giro-
konten. Es soll die Klasse Account abgeleitet werden, die die gemeinsamen
Eigenschaften von Spar- und Girokonten hat. Sie kann dann zur Spezifikation
von gemeinsamen Operationen auf Spar- und Girokonten benutzt werden, wie
z. B. Drucken des Kontostandes. Dazu wird der Schnitt von SavingAccount und
CurrentAccount gebildet:

SavingAccount 1 CurrentAccount
= «Klassenschnitt»
class
bal : Real :=0.0;
transact (a : Real) = ({bal + a=0}; bal :=bal + a) M (bal :=bal + a),
balance () a : Real = (a :=bal) M (a := bal),
payinterest () = (bal := bal * Rate) M1 skip
end
= «Verfeinerungskalkiil»
class
bal : Real :=0.0;
transact (a : Real) = {bal + a =0} ; bal :=bal + a,
balance () a : Real = a := bal,
(bal := bal * Rate) M skip

payinterest ()
end

Der Schnitt von SavingAccount und CurrentAccount ist also ein Konto, das kein
Uberziehen erlaubt und entweder Zinsen bezahlt oder nicht. Im Hinblick auf eine
Generalisierung (es konnten im Laufe der Zeit weitere Kontenarten hinzukom-
men) und im Hinblick auf eine Vereinfachung ist es ratsam, fiir Account eine

kleinere (verfeinerte) Klasse zu wéhlen, z. B.:

Account =
class
bal : Real := 0.0;
transact (a : Real) = {bal + a=0}; bal :=bal + a,
balance () a : Real = a :=bal,

bal :[bal' * bal' = bal]

payinterest ()
end

Es gilt

Account C SavingAccount und Account € CurrentAccount .
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Dual dazu 148t sich ein Konto bestimmen, das sowohl SavingAccount als auch
CurrentAccount verfeinert. Dazu wird die Vereinigung gebildet:

SavingAccount |1 CurrentAccount
= «Klassenvereinigung»
class
bal : Real :=0.0;
transact (a : Real) = ({bal + a=0}; bal :=bal + a) LI (bal :=bal + a),
balance () a : Real = (a :=bal) LI (a := bal),
(bal := bal * Rate) LI skip

payinterest ()
end
= «Verfeinerungskalkiil»
class
bal : Real :=0.0;
transact (a : Real) = bal :=bal +a,
balance () a : Real = a := bal,
(bal := bal * Rate) LI skip

payinterest ()
end

Die Vereinigung von SavingAccount und CurrentAccount ist ein Konto, daf} sich
iiberziehen 146t und das gutartig auswéhlt, ob Zinsen bezahlt werden oder nicht.

Offensichtlich ist dieses Konto nicht implementierbar.

Das Beispiel zeigt, wie sich Klassenschnitt und -vereinigung im objektorientier-
ten Entwurf einsetzen lassen, um eine gemeinsame Abstraktion bzw. Konkreti-

sierung von zwei Klassen zu finden.

Eine der Eigenschaften von Klassenschnitt und -vereinigung ist, dal} sie sich
immer bilden lassen, sofern die Klasse die gleiche Schnittstelle haben. (Falls
Methoden mit unterschiedlichen Parametern definiert sind, macht dies keinen
Sinn). Die Moglichkeit, immer Klassenschnitt und -vereinigung bilden zu koén-
nen, geht zuriick auf die Einbettung von Anweisungen als Pradikatentransfor-
mer in einem Verband, in dem kleinste obere und grof3te untere Schranken
immer existieren. Der praktische Nutzen hiervon zeigt sich im Fall, wenn man
unsicher ist, ob von zwei (oder mehreren) Klassen eine verfeinerte oder
verfeinernde Klasse existiert: man bildet lediglich den Schnitt bzw. die Verei-
nigung und vereinfacht das Ergebnis. Dieses ist dann entweder implementierbar



Ableiten von verfeinerten und verfeinernden Klassen 121

wie bei SavingAccount M1 CurrentAccount oder nicht implementierbar wie bei

SavingAccount LI CurrentAccount.

Die Einbettung einer Struktur in einen reichhaltigeren Bereich folgt einem all-
gemeinen Prinzip, das aus der Mathematik bekannt ist: Aus den ganzen Zahlen
sind die negativen, gebrochenen, reellen, komplexen Zahlen entstanden, um
jeweils das Rechnen zu vereinfachen, dadurch dal mehr Gleichungen lésbar
werden. Beispielsweise wird mit negativen Zahlen in der Architektur gerechnet,
auch wenn alle Malle positive Zahlen sind. Zinseszinsrechnung wird mit reellen
Zahlen gemacht, auch wenn ein Kontostand immer nur eine ganze Zahl ist. Mit
dieser Motivation werden im Verfeinerungskalkiil gutartig indeterministische
und wundersame Programme betrachtet, auch sie machen mehr (Un-) Gleichun-
gen losbar.

Dieses Prinzip wird hier erstmalig auf objektorientierten Entwurf angewandt,
indem gutartig indeterministische und wundersame Klassen (d. h. Klassen mit
solchen Methoden) betrachtet werden und damit Klassenschnitt und Klassenver-
einigung definierbar werden. Die Konsequenz dessen ist, dafl das Ergebnis der
Berechnung einer Klasse nicht notwendigerweise implementierbar sind. In der
Analogie mit der Architektur entspricht dies dem Fall, daf} die Lénge einer Wand
negativ ist. Beides kann nicht realisiert werden. Trotzdem ist es in beiden Fallen
wichtig, nachdenken zu kénnen, ob etwas realisierbar ist und wie die Vorausset-
zungen zu dndern sind, damit es realisierbar wird. Nicht implementierbare
Anweisungen und Klassen konnen auch als Zwischenergebnis bei einer
Berechnung auftreten (wie auch in der Architektur negative Zahler als Zwi-
schenergebnis auftreten konnen).



9 Zusammenfassung und Ausblick

Abschlief3end soll der vorgestellte objektorientierte Verfeinerungskalkiil einge-
ordnete und kritisch betrachtet werden:

e Wie praktikabel ist es, damit zu spezifizieren und verifizieren?
e Wie praktikabel ist es, Teile davon zu implementieren?

Aullerdem wird ein Ausblick auf mogliche Erweiterungen gegeben.

9.1 Zusammenfassung und Einordnung

Es wurde eine objektorientierte Entwurfsnotation definiert, die es erlaubt, alle
Klassen von der Analyse bis zur Implementierung zu spezifizieren (Kapitel 4). Im
Gegensatz zu den iiblichen Programmiersprachen konnen damit abstrakte Klas-
sen vollstiandig spezifiziert werden.4 Im Gegensatz zu vielen objektorientierten
Spezifikationssprachen (Carrington, et al., 1990; Lano, 1991) ist eine freie Kom-
bination von Spezifikations- mit Programmkonstrukten moglich. Der methodi-
sche Beitrag liegt in der verhaltensorientierten Definition von Klassenverfeine-
rung (Kapitel 5), der Hierarchie von Beweistechniken fiir Klassenverfeinerung
mit Gewicht auf der Herleitung verfeinernder Klassen (Kapitel 6), der inkremen-

tellen Klassenverfeinerung (Kapitel 7) und dem Herausfaktorisieren von Klassen
(Kapitel 8).

4In der Terminologie objektorientierter Programmiersprachen ist eine abstrakte Klasse eine
teilweise undefinierte Klasse.
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Die Kombination von Verfeinerungskalkiil und Klassenverfeinerung
mittels Simulation

objektorientierter Entwurfsmethodik vereinigt die

Anwendungsbereiche beider Vorgehensweisen:
Klassenverfeinerung
mittels Relation

¢ Im Verfeinerungskalkiil wird zwischen der

Spezifikation eines Problems und seiner -
funktionale

Implementierung unterschieden. Die Spezifika- Klassenverfeinerung

tion ist auf Kompaktheit und Verstiandlichkeit

ausgelegt, die Implementierung auf Effizienz. Klassenverfeinerung

Die Struktur der Implementierung ist i. d. R. mittels Invariante

verschieden von der Struktur der Spezifikation

(z. B. bei Sortierverfahren). Weil die Verfei- Klassenverfeinerung
durch Methodenverfeinerung

nerung der Spezifikation zu einer Implemen-
tierung ein strukturveridndernder Prozel} ist,
eignet sich der Ansatz fiir kleine, komplexere Programme, d. h. zum Program-

mieren—im—Kleinen (programming—in—the—small).

e In der objektorientierten Entwurfsmethodik werden die Klassen der Analyse
bis zur Implementierung beibehalten. Die Struktur der Analyse ist Teil der
Struktur der Implementierung. Der Ansatz eignet sich deshalb zum Pro-

grammieren—im—Groflen (programming—in—the—large).

Die Kombination erlaubt, objektorientierte Entwurfsmethodik einzusetzen, um
Klassen zu finden, und mit dem Verfeinerungskalkiil die interne Struktur von

Klassen zu manipulieren.

Die Definition der Semantik durch F;” fithrt auch zu Einsichten fiir den Entwurf
objektorientierter Sprachen. Die Motivation, ein Typsystem wie F: einzusetzen
(im Vergleich zu untypisierten Ansitzen), ist, korrekte Typisierung entscheidbar
und damit maschinell tiberpriifbar zu machen. Die Typisierung von Variablen
wird als eine partielle Spezifikation angesehen, die eine Uberpriifung auf konsi-
stente Benutzung zulaf3t. Dies hat sich in der Praxis als hilfreich bei Program-
miersprachen gezeigt und setzt sich bei (maschinell unterstiitzten) Spezifika-
tionssprachen wie Z und RAISE durch.

Diese Motivation fiir Typisierung fithrt zu einer Entkopplung von Objekttypen
und Klassen. Folgende Tabelle falit die wesentlichen Unterschiede zusammen:
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Objekttypen Klassen
Rolle Schnittstelle Verhalten
Kapselung ja nein
Enthaltensein |x : T (entscheidbar) x is C (unentscheidbar)
Ordnung < Untertypisierung (entscheidbar) C Verfeinerung (unentscheidbar)
Typparameter |ja, Art als Schranke ja, Typ als Schranke
Wertparameter | nein ja

Die meisten Programmiersprachen machen keine Unterscheidung zwischen
Objekttypen und Klassen. Dies fithrt zu unnétigen Einschrdnkungen, z. B. lassen
sich Klassen in Programmiersprachen nicht mit Werten parametrisieren, um den
Test x is C entscheidbar zu machen. Die Unterscheidung von Objekttypen und
Klassen bringt eine zusétzliche Komplexitidt mit sich, scheint aber inhérent
notwendig zu sein: Essentiell fiir Klassen ist, da} sie die privaten Attribute
sichtbar machen. Nur dadurch ist es moglich, das Verhalten zu definieren.
Essentiell fiir Objekttypen ist, dal} sie die privaten Attribute verstecken (um so
eine flexible Untertypisierung zu ermoglichen). In Sprachen wie Oberon definiert
ein Objekttyp (bzw. Verbundtyp) auch alle Attribute. Ein Untertyp mufl dann
alle Attribute des Obertyps haben. Eine Verfeinerung, die die Reprasentation
dndert wie in Kapitel 5 und 6 diskutiert ist dann nicht moglich.

9.2 Praktikabilitit der Implementierung und Benutzung

Die Ausdrucksmaéichtigkeit der Entwurfsnotation geht beziiglich Spezifikation
und Typisierung in ihrer Kombination iiber ibliche objektorientierte Spezifi-
kations- und Programmiersprachen hinaus. Fir die Implementierung 148t sich
daraus eine effiziente, iibersetzbare Teilsprache selektieren. Diese kann ggf.
weitere Restriktionen haben, z. B. Namensgleichheit von Typen. Mit einer proto-
typischen Implementierung von (Erweiterung von) F: und F. in (Cardelli, 1993;
Matthes, 1993; Pierce & Turner, 1994) wurde eine prinzipielle Implementier-

barkeit von méachtigen Typsystemen gezeigt.

Die Objekte konnen andersartig implementiert sein als sie hier auf eine abstrak-
te Art definiert werden. Beispielsweise konnen alle Objekte einer Klasse wie
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tiblich auf dieselben Methodenriimpfe zugreifen, und sich lediglich einen Zeiger
auf sie halten. Denkbar ist auch eine Programmierumgebung, in der Spezifikatio-
nen auf korrekte Typisierung iiberpriift werden, denn bereits die Typisierungsre-
geln sind so komplex, dal eine mechanische Uberpriifung der Typisierung hilf-
reich ist.

Ein Teil der Komplexitidt kommt durch die Kodierung von Objekten in F: Eine
Vereinfachung fiir den Anwender wire, auf eine Typtheorie mit ,eingebauten®
Objekten aufzusetzen. Damit lielen sich Konzepte, wie existentielle Quantoren,
Packen und Offnen, die nur zur Definition von Objekten benostigt werden, ver-
meiden. Ein neuerer Ansatz hierzu ist in (Cardelli, 1994) vorgestellt. Die anderen
Konzepte von F: wie Untertypisierung und Parametrisierung mit Typen sind der
Objektorientierung inhédrent und nicht zu vermeiden. Inkonsistenzen bei der
Untertypisierung und Parametrisierung konnen aber immer mechanisch aufge-

deckt werden.

Eine weitere Komplexitidt kommt von den vielfidltigen Konzepten des Verfeine-
rungskalkiils. Viele dieser Konzepte, wie Anweisungen mit unterschiedlichen
initialen und finalen Zustandsrdumen, konjunktive und disjunktive Anweisun-
gen, dienen nur der Herleitung von Rechenregeln wie den Datenverfeinerungsre-
geln. Sie sind fiir praktische Spezifikation und Verifikation irrelevant. Durch die
Angabe von geniigend vielen prozeduralen und Datenerfeinerungsregeln kann
von vielen Konzepten abstrahiert werden. Pradikatentransformer und Zustands-
pradikate wiaren dann nur noch ein Modell fiir Anweisungen und boolesche Aus-
driicke. Interessant ist die Angabe eines vollstindigen Satzes von Gleichheits-
und Verfeinerungsregeln etwa wie in (Hoare, et al., 1987) fir sequentielle Pro-

gramme.

9.3 Ausblick

In dieser Arbeit wurde zur Kapselung existentielle Quantifizierung statt Rekur-
sion wie in den meisten Ansdtzen genommen. Dies vereinfacht das Modell von
Objekten. Trotzdem gibt es Fille, in denen Rekursion unvermeidbar ist. Rekur-
sion kann in Form rekursiver Typen auftreten (z. B. ein Typ Point mit Methode
distance (other: Point) oder in Form rekursiver Werte (z. B. eine Klasse TreeNode

mit den Attributen left, right : TreeNode). Vererbung wird dann als inkrementelle
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Modifikation selbstreferenzierender Strukturen verstanden (Wegner & Zdonik,
1988). Rekursiven Typen und Werten kénnen in F mit Rekursion (Bruce &
Mitchell, 1992) definiert werden. Eine sinnvolle Deﬁ;lition der Verfeinerung re-
kursiver Klassen bleibt aber ein offenes Problem.

Einige objektorientierte Sprachen bieten Module zur Gruppierung von Klassen
an (Nelson, 1991; Reiser & Wirth, 1992; Wills, 1991). Sie dienen u. a. der syntak-
tischen Einschrankung der Sichtbarkeit von Klassen. Interessant ist aber die
rekursive Abhéngigkeit von Klassen innerhalb eines Moduls. Dies tritt typi-
scherweise bei Frameworks auf. Ein Framework ist eine Sammlung von abstrak-
ten und konkreten Klassen zu einem Anwendungsgebiet. Frameworks legen den
Zustandsraum und Methoden der Klassen teilweise fest; fiir eine vollstdndige
Anwendung miissen die Liicken gefiillt werden. Frameworks dienen der Wieder-
verwendung von Entwiirfen (Deutsch, 1989). Ein typisches Beispiel ist das Small-
talk Model / View / Controller Framework (Goldberg & Robson, 1983). Eine typ-
theoretische Behandlung von gegenseitig rekursiven Typen und Werten ist ein

offenes und interessantes Problem.

Objektidentitiaten konnen zum Aufbau graphenartige Objektgeflechte benutzt
werden. Beispielsweise kann eine Menge implementiert werden durch ein
Objekt, das die Wurzel eines Baumes ist, der die Menge reprasentiert. Dies wird
in (Jones, 1992) zusammen mit der Nebenldufigkeit von Objekten betrachtet (die
fir jedes Objekt eine Identitdt voraussetzt, unter der Nachrichten geschickt
werden konnen). Die Spezifikation ist ein (sequentielles) Objekt, daf} sukzessive
zerlegt wird in Objekte, die parallel ausgefiihrt werden konnen. Verifikationsre-
geln fiir Nebenlaufigkeit im Hoare-Stil sind in (America & Boer, 1994) gegeben.
In beiden Anséatzen dient die Strukturierung mit Objekten zur Einschriankung
der Parallelitit: es kann immer nur eine Methode in einem Objekt aktiv sein.



Anhang: Das Typsystem F."

Verschiedene Varianten des A—Kalkiils sind entstanden, um in einem einfachen
funktionalen Rahmen die Typisierung und Semantik von objektorientierten Pro-
grammen zu studieren. Die Grundlage dafiir liefert der Ansatz, Objekte als Ver-
bunde aufzufassen (Cardelli, 1984). Dieser wurde in (Cardelli & Wegner, 1985)
zu der Sprache Bounded Fun erweitert, die dem Typsystem F. entspricht. Das
Typsystem F. entsteht aus dem einfachen typisierten A-Kalkiil von A. Church
durch zwei Erweiterungen. Die eine Erweiterung ist die Parametrisierung von

Funktionen mit Typen. Dieser

polymorphe A-Kalkiil wurde von einfacher typisierter
Y. Girard System F' genannt. Die A-Kalkiil

andere Erweiterung ist eine

Untertyprelation = zwischen Typsystem F

Typen. Das Typsystem F” ist eine /\

Erweiterung von F um Typopera- Typsystem F_ Typsystem F ©
toren, d. h. Funktionen von Typen \/

nach Typen. Das Typsystem F:J

entsteht durch die Kombination

von F_ und F°.

Typsystem F'2

In diesem Anhang werden die Syntax und die Regeln von F;” (Pierce & Turner,
1994) folgend vorgestellt. Die Semantik von F: ist in (Cardelli & Longo, 1991)

gegeben, die Semantik einer erweiterten Version mit rekursiven Werten und
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Typen in (Bruce & Mitchell, 1992). Die Aquivalenzregeln sind aus (Cardelli, et
al., 1991; Hofmann & Pierce, 1994) entnommen.

Das Prinzip der Semantik von FSD ist, daBl Typen Mengen bestimmter Bauart
sind, dal} die Zugehorigkeit zu einem Typ, x : T, bedeutet x €T und dal} die
Untertypisierung S < T bedeutet S C T'. Hierzu ist es notwendig, Typen als parti-
elle Aquivalenzrelationen (partial equivalence relation, PER) zu definieren
(Bruce & Mitchell, 1992). Das sind Relationen, die symmetrisch und transitiv,
aber nicht notwendigerweise reflexiv sind. Das Typsystem F;” ist das flexibelste
bekannte Typsystem, das eine statische Uberpriifung der Typisierung zulaBt.
Weitere Ausdrucksméichtigkeit konnte dadurch entstehen, dall Typen selbst als
Werte betrachtet werden. Auch wenn es moglich ist, fiir solche Kalkiile eine
Semantik zu geben (u.a. in (Cardelli, 1986)), mul} die intuitive Definition von
Typen durch Mengen aufgegeben werden. Zudem ist die korrekte Typisierung
nicht mehr entscheidbar, was entgegen der Motivation fiir Typisierung ist. Aus

diesem Grund ist es sinnvoll, sich auf Ff zu beschrianken.

Abschnitt A.1 stellt den einfachen typisierten A-Kalkiil vor, A.2 die Erweiterung
zu F. und A.3 die Erweiterung zu F_.

A.1 Der einfache typisierte \-Kalkiil

Das einfache typisierte A-Kalkiil ist von ,hoherer Ordnung” in dem Sinne, daf
Argumente von Funktionen wieder Funktionen sein konnen. Die Konsistenz des
Kalkiils ist dadurch gewéhrleistet, dall jedem Ausdruck genau ein Typ zugeord-
net wird. Typen entweder Basistypen wie Int, Bool oder Funktionstypen wie z. B.
Int — Int, der Typ der Funktionen von Int nach Int. Ausdriicke bestehen aus
elementaren Operationen auf den Basistypen, Variablen, Funktionsabstraktio-
nen und Funktionsapplikationen. Die Syntax hat folgende Form. Es gibt zwei

syntaktische Kategorien, eine fiir Typen (T') und eine fiir Werte (e):

T ::= Bool | Int | ... Basistypen
| T—T Funktionstyp

e = x Variable
| false | true 1 01 11 ... Konstante
I

e+elenel .. Basisoperationen
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| Ax:T-e) Abstraktion
| ee Applikation

Typ- und Wertausdriicke konnen geklammert werden, um Mehrdeutigkeiten zu

vermeiden.

Als Basistypen werden einfache Typen wie Int und Bool (mit den Werten true
und false) verwendet, sowie zusammengesetzte Typen wie Mengen set of T,
Sequenzen seq of T, Multimengen bag of T und Kreuzprodukte 7'; x ... x T,
jeweils mit den iiblichen Operationen. Als abkiirzende Schreibweise kann die

Funktion
(A X1y eeeyXp & T1, ceey Tn *e)
auf ein Tupel (e, ..., e,) vom Typ T; x ... x T, angewendet werden.

Ein Ausdruck e hat genau einen Typ T, geschrieben e : T. Eine Umgebung E ist
eine Liste von Variablentypisierungen x; : Ty, ..., x, : Ty. ,Aus der Umgebung E
folgt e : T“ wird geschrieben als E t e : T. Mit folgenden Inferenzregeln 1463t sich
der Typ eines (Wert-) Ausdrucks bestimmen.

E x:Ttx:T —Variable

E x:Tte:U —Abstraktion
Etr(hx:Te): T—-U

Ete:T—-U Ef:T :—Applikation
Etef:U

Neben diesen Typisierungsregeln gibt es Aquivalenzregeln E + e = f, die das
»Rechnen“ ermoéglichen:

Ete=e =—Reflexivitdit
Ete=f =—Symmetrie
Etf=e

Ete=f Etf=g =—Transitivitdt

Ete=g
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E,x:Tre=f =—Abstraktion (§)
Et(hx:Tee)=Ax:T*f

Ete=e Erf=Ff =—Applikation (n)
Etef=ef
y nicht frei in e Umbenennung (o)

Et(hx:Tee)=(ANy:Tr-ely/x]
Et(Ax:Tee)f=celflx] Reduktion ()

Et(Ax:Tvex)=e Konversion (n)

A.2 Parametrische Polymorphie und Untertyp-Polymorphie

Sei /g, ..., [, eine Liste von Feldnamen. Der Typ (I; : Ty, ..., I, : T},) steht fir Ver-
bunde mit durch /;, ..., I, benannten Feldern der Typen Ty, ..., T,. Die Reihen-
folge der Felder ist irrelevant. Die Syntax wird wie folgt erweitert:

T .= ..
| (;:Tyq,....,0,:Ty,) Verbundtyp
e = ..
| (Ui—eqy .., ly—ep) Verbund
| e.l Feldselektion

Die Typisierungsregeln fiir Verbunde sind:

Ete;:T; ... Ete,:T, —Verbund
E|‘(l1He1,...,lnHen):(ll:TI,...,ln:Tn)

Etr(;—eq,....1,—e,:U;: Ty, ....0L T, :—Feldselektion
Et+ (l] ez, ..., ln Hen)ll : Ti

Die Aquivalenzregeln fiir Verbunde sind:

Ete;=e; ... Ete,=¢, =—Verbund
Etl;—eq, .. .ly—e)=U;—e, ..., l,—e,)
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Etr(;—eq,....L,—eyl=c¢; =—Feldselektion

»Lyp T ist Untertyp von Typ U“ wird geschrieben als T < U. Fur Verbundtypen
bedeutet dies, dafl der Untertyp mehr Felder haben kann. Ist f: U — S eine
Funktion und e von einem Untertyp von U, dann ist die Applikation von fe zu-
lassig: der aktuelle Parameter hat alle vom formalen Parametertyp geforderten
ySEigenschaften“. Dieses Prinzip heillt Untertyp-Polymorphie (,subtype polymor-
phism®).

Die folgenden Untertypisierungsregeln sind von der Form E + T < U:

E+tT<T <—Reflexivitdit
E+S<T Er+T=<U <—Transitivitdt
E+rS<U

EtT<T" E+rU'=<U <—Funktionstyp

E+rT'-U=<T—-U

Evr;:8S7,...0,:8Sn)=<U;:Tq,....0L,:Ty) <—Verbundtyp
Evr{;:S:, ... :Sm, ....ln:Sn)=<U;:Tyq, ..., 0L, : Ty)

Es kommt folgende Subsumptionsregel hinzu, die den Zusammenhang zwischen
Typisierung und Untertypisierung beschreibt: Ist ein Wert e von einem Typ T
und ist 7" ein Untertyp von U, dann ist auch e vom Typ U:

Ete:T E+tT<U Subsumption
Ete:U

Ein Wert kann also mehrere Typen haben, im Gegensatz zum einfachen typisier-
ten A-Kalkiil. Fiir jeden Wert gibt es aber immer einen wohldefinierten kleinsten
Typ. In der Untertyprelation gibt es einen grofiten Typ, mit TYPE bezeichnet.
Jeder Wert ist vom Typ TYPE.

Falls [ =1, ..., I, eine Liste von Namen T'= T, ..., T, eine Liste von Typen und

e =ej, ...e, eine Liste von Werten ist, steht



132 Anhang

(€:7 fir (;:Ty,...,10,:Ty ,

(l—e) fur Ujr—eq, ..., l,—e,) .

Das Uberschreiben R ® S von zwei Verbundtypen R und S steht fiir den Ver-
bundtyp mit den Feldern von sowohl R als auch S, wobei die letzteren die erste-
ren mit dem gleichen Namen iiberschreiben. Das Uberschreiben r ® s von zwei
Verbunden r und s steht fiir den Verbund mit den Feldern von sowohl r als auch
s. Die Menge dom R von Feldnamen eines Verbundes R steht fiir

dom (l;:Tq1, ... 0, :Ty) = g, ..., 0L} .
Die Einschrankung r |{l;, ..., [,,} eines Verbundes r auf Felder /;, ...l,, steht fur

(l] H61,...,lmHem,...,ln*%en”{ll,...,lm} = (l] He1,...,lm'%em) .

Universell quantifizierte Typen erlauben parametrische Polymorphie zu beschrei-
ben. Beispielsweise ist

Id = WA*(Ax:A*x))

die polymorphe Identitatsfunktion und
IdInt = (ANx:Int-*x)

die Identitatsfunktion auf Int. Der Typ von Id ist
(JA<A—=A),

der Typ der Funktionen, die zuerst eine Typparameter nehmen und dann einen
Wert dieses Typs. Typparameter konnen auch beschrinkt sein. Die Funktion
(MA <: T * e) nimmt als Parameter einen Untertyp von 7. Der Typ dieser Funk-
tionist (J[[A <: T * S), falls e vom Typ S unter der Annahme da3 A < 7.

Mit existentiell quantifizierten Typen wird Kapselung ausgedriickt (Mitchell &
Plotkin, 1985). Beispielsweise wird der Typ

(¥ S S x(S— Bool))

als ein Objekttyp verstanden, dessen Elemente aus einem Wert vom Typ S, dem
ySZustand®, und einer Funktion von S nach Bool bestehen, einer ,Methode“. Der
Typ S des Zustandes ist unbekannt, man weil} lediglich, dal} es einen gibt: Den
durch Y geschriebenen existentiellen Quantor kann man sich als eine Vereini-
gung vorstellen. Mit
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p = pack (5, A x : Int * odd x)) by Int as (3, S * S x (S — Bool))

wird ein Wert dieses Typs erzeugt bei dem S zu Int gesetzt wird. Es ist moglich,
Werte (Objekte) des gleichen Typs (Signatur) mit unterschiedlicher Reprisenta-
tion zu erzeugen. Mit

open p as S by state, oper : S, S — Bool in oper state end

wird ein gepacktes Element dieses Typs ,gedffnet®, indem der Zustand durch
state und die Operation durch oper benannt werden. Sodann wird die Operation,
eine Funktion von S nach Bool, auf die erste Komponente vom Typ S angewandt.
Das Resultat ist vom Typ Bool. Mit p wie oben ergibt dies true.

In (Cardelli & Wegner, 1985) wurden beschrdinkte existentielle Typen vorge-
schlagen. Dies sind Typen, die ihre Reprisentation teilweise nach aullen bekannt

geben. Die Syntax wird folgendermalflen erweitert:

T =
| A Typvariable
| JJA<T-T) universeller Typ
| CA<T-T) existentieller Typ
e = ...
| WA<:T *e) Typabstraktion
| eT Typapplikation
| packebyTasT Packen
| openeasA<:Tbyx:Tineend Offnen

Sei TYPE der grofBite Typ. Es gelten folgende Abkiirzungen:

(I1A-T) = (JIJA<TYPE*T)
QAT = QA<TYPE-T)
(MWA*e) = (MA<TYPE-*e)
openeasAbyx:Tineend = openeasA<:TYPE byx:Tineend

Eine Umgebung besteht zuséitzlich zu Typisierungen x : T aus Untertypisierun-
gen A <: T. Die Typisierungsregeln fiir quantifizierte Typen sind:

EA<Tte:U —Typabstraktion
Et(MA<T<e):(JJA<T-U)
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Die Aquivalenzregeln fiir quantifizierte Typen sind:

Ete:(JJA<T*U) ErS<T

EteS:US/A]

E+S<T Ete:US/A]

EtpackebySas A< T U): A< T*U)

Ete:OA<T*U) EA<T,x:UFf:S

EtopeneasA<Tbyx:Uinfend:S

E,A<Tte=f

EtOANA<Tee)=0NA<T"*f

Ete=¢ EFT=T

EteT=¢T'

Ete=¢ EFT=T'" EFS=S8

E tpackeby SasT=packe byS asT

Etre=e E+T=T'
EA<THU=U'
EA<T,x:Utrf=f

EtopeneasA<:Tbyx:Uinfend=
opene' asA<T' byx:U'inf" end

B nicht frei in e

Etr(WLA<T+e)=(ANB<:T-*e[B/A])

E+rU=<T

EFrAMNA<Tee)U=¢lU/A]

EFWNA<TeeA)=e

B nicht freiin U, f y nicht freiin f

EtopeneasA<:Tbyx:Uinfend=

openeas B<:Tbyy:UB/Alin fly/x][B/A] end

—Typapplikation

:—Packen

—Offnen

=Typabstraktion

=Typapplikation

=—Packen

=Offnen

Typ—Umbenennung

Typ—Reduktion

Typ—Konversion

open—Umbenennung
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E+S<T Ete:US/A] pack—open—Reduktion
E topen (packeby Sas A< T U)asB<Tbyx:Uinfend=
fle /x1[S/B]

EtopeneasA<:Tbyx:UinpackebyAas (Y A< T*U)end =e
pack—open—Konuversion

Die Untertypisierungsregeln fiir quantifizierte Typen sind:
EA<THFA<T <—Typvariable

EtT<T'" E,A<TtU =U <—Universeller Typ
Et(JA< T -U)=<([A<T-U)

E+tT<T'" E,A<THU <U <—Existentieller Typ
EFtQA<T *U)sQA<T- U

A.3 Typoperatoren

Die letzte Erweiterung entsteht, indem man fiir Typen [ Arten )
Ausdriicke zulaflit d4hnlich denen fiir Werte, nur eine Stufe \ J
hoher. Weil die Funktionen von Werten nach Werten selbst , | \
keine Werte, sondern von einem Typ sind, sind auch die | Typen )
Funktionen von Typen nach Typen selbst keine Typen sondern p | §
von einer Art (kind). Die Syntax ergibt sich mit folgenden Werte
Erweiterungen: A g
K= = Art der Typen
| K—-K Art der Typoperatoren
T:= ...
| Top K Top
| AA:K*T) Typoperatorabstraktion
| TT Typoperatorapplikation

Dabei ist Top K der grofite Typ der Art K. Es gilt:

TYPE = Top =
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Beispielsweise 146t sich der generische Typ Stack[X] auffassen als eine Funktion,

die einen (beliebigen) Typ als Argument nimmt und eine Typ liefert. Sie ist also

von der Art = — #, geschrieben Stack : * — .

Es seien im folgenden A, B, ... Typvariablen, S, T, U, ... Typausdriicke und K, L,

... Artausdriicke. Umgebungen enthalten zuséitzlich Deklarationen der Form

A : K. Die Art der Typausdriicke wird durch folgende Regeln bestimmt:

Et+tTop K:K

E,A:K+FA:K

E,A:Top K+tU:L
EtAA:K*U):K—L

E+rS:K—-L EFT:K
E+ST:L

Folgende Untertypisierungsregeln kommen hinzu:

E+T:K
E+T<Top K

E,A<TopK +T'<T
EtAA:K*T)<s(AA:K*T)

—Top

—Typvariablen

—Typoperatorabstraktion

:—Typoperatorapplikation

<—Top

<—Typoperatorabstraktion
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